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SOLUCION DE PERDIDAS PROPORCIONALES PARA
EL PROBLEMA DE NEGOCIACION BIPERSONAL

M. Carmen Marco

RESUMEN

La solucién Kalai-Smorodinsky toma como relevantes las ganancias de
utilidad desde el desacuerdo, nosotros centramos la atencién en las pérdidas
de utilidad respecto del nivel mdximo alcanzable y consideramos una forma de
introducir una solucién "complementaria"® de la presentada por Kalai y

Smorodinsky. Asimismo, proveemos una caracterizacién axiomatica de la

solucidén propuesta.

ABSTRACT

In Kalai-Smorodinsky’s solution utility gains are seen as relevant with
regard to the disaggreement point. This paper focuses on the utility losses
with respect to the maximum achievable level and introduces a
“complementary" solution to Kalai-Smorodinsky’s. An axiomatic

characterization of the proposed solution is also provided.



N Bl co



1.- INTRODUCCION

La situacién mas simple que se considera en Teor{a de Negociacién, es
aquella en la que dos personas pueden obtener cualquier resultado, si asf
lo acuerdan, dentro de un determinado conjunto de posibilidades. En caso de
que no se alcance un acuerdo, existe un resultado determinado asociado a
los agentes : el correspondiente al desacuerdo. Este tipo de problemas fue
inicialmente analizado y caracterizado por Nash [1950] y recibié ,desde
entonces, el nombre genérico de '"problema puro de negociacién para dos

personas".

De entre las principales soluciones que se han ofrecido a los
problemas de negociacién, la solucién Nash (Nash [1950]), la solucién
Kalai-Smorodinsky (Kalai-Smorodinsky {1975]), y la solucién igualitaria
(Kalai [1977]) centran la atencién en las ganancias de utilidad desde el
desacuerdo, mientras que las soluciones dictatoriales (Peters, Tijs ¥y
Koster [1983]1) y la solucién igual pérdida ( Yu [1973], Freimer y Yu
[1976], Chun [1988]) toman como relevantes las pérdidas de utilidad
respecto del nivel maximo alcanzable para cada agente. La solucién
utilitaria (Myerson [1981]) considera importantes tanto las ganancias como

las pérdidas de utilidad.

La solucién de Nash y las soluciones dictatoriales pueden observarse
como complementarias, dado que la solucién de Nash maximiza el producto de
las ganancias de utilidad de los agentes y las soluciones dictatoriales

minimizan el producto de las pérdidas de utilidad.

La misma relacién de complementariedad se puede establecer entre la
solucién igualitaria y la solucién igual pérdida: la primera iguala para
los agentes las ganancias de utilidad y la segunda proporciona idénticas

pérdidas para todos los individuos.



La maximizacién de la suma de las ganancias de utilidad nos
proporciona la misma solucién que la minimizacién de la suma de las

pérdidas de utilidad, la solucién utilitaria.

La solucién Kalai-Smorodinsky proporciona a los agentes ganancias de
utilidad directamente proporcionales al méximo alcanzable para cada uno de
ellos. En este trabajo, consideramos una forma de introducir una solucién
complementaria, en el sentido antes indicado, de la solucidn
Kalai-Smorodinsky. Proponemos la "solucién de pérdidas proporcionales", en
la que las pérdidas de utilidad de los agentes serdn inversamente
proporcionales al méaximo alcanzable para cada uno de ellos. Asimismo,
proveemos una caracterizacién axiomdtica de la solucién propuesta y
especificamos  algunos contextos que pueden justificar el tipo de

comportamiento implicito en la nueva solucién.




2.- PRELIMINARES

Siguiendo a Nash [1950], un problema de negociacién bipersonal es un
par (S,d), donde S es un subconjunto de (Rz, y d es un punto de S. R% es el
espacio de utilidades, S es el conjunto factible y d es el punto de
desacuerdo. La interpretacién de (S,d) es la siguiente: los agentes pueden
conseguir cualquier punto de S si lo acuerdan undnimemente, de otra forma,

terminaran en d.

Dada una clase de problemas bipersonales, una solucién es una funcién
F que asocia a cada problema (S,d) en dicha clase un punto F(S,d) en S, que

representa el acuerdo realizado por los agentes.

Sea ZZ la clase de problemas de negociacién bipersonales (S,d) tales
que Sc[R2 es convexo, compacto, d-comprensivo ( si xeS, x=d, d=sysx > yeS)(l)

y tal que existe xeS con x>>d.

Dado (s, d)eZZ, IR(S,d) denotara el conjunto de  elementos
individualmente racionales, IR(S,d) = {xeS / x=zd}, PO(S) denotara el
conjunto de elementos Pareto 6éptimos, y WPO(S) el conjunto de elementos
débilmente Pareto O&ptimos, ésto es, PO(S)= { xeS / si yzx = yeS}, y
WPO(S)= { xeS / si y>>x = ygS)

Nos referiremos a 8S como la frontera noreste del conjunto S. Debido

al supuesto de comprensividad, es inmediato que 3S = WPO(S).

Consideraremos ai(S,d) = max(xl / xe€S x=d} i=1,2, construimos el punto
ideal a(S,d), tal que para cada i nos da el nivel de utilidad maximo

posible para dicho agente, sujeto a la condicién de que el individuo j, con

(1)
El vector de desigualdades serd =, >, >>,



Jj#i, conseguird al menos el nivel de utilidad correspondiente al punto de

desacuerdo.

Para un conjunto AcR? denotaremos por Co(A) la envoltura convexa de A
y por d-Com(A) la envoltura d-comprensiva de A, d-Com(A) = {xeR%/ d=x=a,
con a€A}. Co.d-Com(A) serd simplemente la envoltura d-comprensiva y convexa

de A.

Una traslacién de origen es una funcién t, tal que tR® — R® de forma
que t(Xl’XZ) = (X1+ t1’ X, tz), donde teR® Sea T el conjunto de todas las
transformaciones de origen definidas en IRZ, para cada teT denotaremos

t(S,d) = (t(S),t(d)).

. fps . 2 2
Una transformacién de escala positiva es una funcién R —s R° de
2 .
forma que oc(xl,xz) = (oclxl, oczxz) donde «eR™ a>>0. Sea A el conjunto de
. fps - 2
todas las transformaciones de escala positivas definidas en R“ para cada

€A denotaremos «fS,d) = («(S),a(d)).

Una transformacién afin positiva es una funcién B:[Rz——> R® de forma
que B(xl,xz) = (le1+ B;, Bzx2+[3;) donde B,B’E[R2 y B>>0. Sea B el conjunto
de todas las transformaciones afines positivas definidas en IRZ, para cada

BeB denotaremos B(S,d) = (B(S), B(d)).

., ., 2 2
Una permutaciéon m es una funcién m:R™—> R™ tal que n(xl,xz) = (x_,x)

n(S,d) = (u(S),n(d)}, siendo w(S) = { w(u) con ueS}.



3.- LA SOLUCION DE PERDIDAS PROPORCIONALES

Definicién 1: La solucién de pérdidas proporcionales, P:ZZ——> [RZ,

asocia a cada problema (S,d) ezz el punto P(S,d) = x en &S tal que:

a- x = A [1/(a~-d)] Vi=l,2.
i i Id

donde 8S es la frontera noreste del conjunto S.

La solucién de pérdidas proporcionales atribuye a los agentes pérdidas
de utilidad inversamente proporcionales al maximo alcanzable para cada uno

de ellos.

Proposicién 1 : V(S,d) e):‘z, P(S,d) existe y es uUnico.

Demostraciéon: Como S es compacto y convexo, S # @ = 3 xedS, xzd tal
que:

a-x = A [1/(a1—d1)] 8~ X = A [1/(a2-d2)] entonces
(al— xl) / (az—dz) = (az- Xz) / (al—dl) (1)

Supongamos que 13X,y €3S tales que ambos verifican (1), sin pérdida de

generalidad supongamos que X1< y, ® por las condiciones establecidas sobre

S, yzs X, Analicemos los siguientes casos:

(i) si a - x2¢0 = (al— xl)/(az— xz)=(a1— yl)/(az— y2)<(al- X1) / (az— yz) =

(az— x2)>(a2— yz) = x2<y2, con lo que x<<y, yeS = x¢8S, contradiccién.

(ii) si a - X2=O > (al,az)eS ,si xl<y1 tendremos, dado que x verifica (1),
= a- X>a - -y> < 3 < i

0 a- x> -y »a-y 0y a<y, ademads a <y, por cumplir y (1), con

lo que x<<y, yeS = x¢ 8S, contradiccién.

Entonces P(S,d) existe y es unico. | |



Con el fin de caracterizar axiomdticamente la solucién de pérdidas

proporcionales consideraremos los siguientes requerimientos:
(P.O) Pareto optimalidad: V(S,d)ez2 F(s,d) e PO(S).

(SY) Simetria: V(S,d)ezz, y para toda permutacién m:{1,2) —{1,2}, si
S=n(S), d=n(d) = Fl(S,d) = FJ(S,d) Vi, j.

(T.INV) Traslacion invariante:V(S,d)eZz, para toda transformacién de origen
teT, F(t(S),t(d)) = t(F(S,d)).
(W.MON) Monotonia débil: V(S,d),(S’,d’)eZZ, si ScS’, d=d’ y a(S,d) =
a(s’,d’) s F(S,d) = F(S’,d’).

(E.P.R) Escala en pérdidas relativas: ‘\7’(S,d)éz2 tal que al—Fl(S,d) 20 Vi, y
v(s’,d’) = «(S,d), donde acA es una transformacién de escala positiva con

x>0, a=l, =
i J

(aJ—FJ)/(ai—Fi)

= o J#i
(aj—Fj)/(ai—Fi)

PO requiere que las posibles ganancias se agoten. SY obliga a que los
agentes con igual descripcién matemdtica reciban el mismo trato. T.INV dice
que la eleccién del origen no importa. W.MON requiere que si el conjunto
factible se expande sin cambios en el punto de desacuerdo ni en el punto
ideal ningin agente esté peor. E.P.R dice que si el conjunto factible
cambia de forma que para cualquier alternativa inicial, un agente posee en
la nueva situacién la posibilidad de conseguir «  veces el resultado
anterior sin perjucio ni beneficio para el contrario, la proporcién entre
las pérdidas respecto del punto ideal de su contrario y él mismo cambia, de

forma que sera @ veces la proporcién de pérdidas anteriores.

Teorema 1: Sea F:Zz—-) IRZ, entonces F verifica PO, SY, T.INV, W.MON y
EPR si y sélo si F(S,d) = P(S,d) ¥(S,d)ey>.
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Demostracién: Obviamente, P verifica los cinco axiomas. Para mostrar
la unicidad, sea F una solucion que satisface los cinco axiomas. Sea
(S,d)ezZ un problema de negociacién bipersonal. Asumimos d=0 por T.INV.
Definiremos problemas de negociacién auxiliares S} s? y denotaremos por p,
p} p2 la solucién de pérdidas proporcionales, por a, a} a? el punto ideal y
por F, F,1 F? la solucién F para los problemas (S,d), (S}d) y (S?d)

respectivamente. Dividiremos la prueba en dos partes:

(i) Si IR(S,d) = d—Com{(al,aZ)), entonces por PO F(S,d) = (al,az),
dado que es el unico punto Pareto 6ptimo de S y obviamente F(S,d) = P(S,d).

(i) Si IR(S,d) = d—Com((al.aZ)). Sea S'= «(S) donde «acA es una
transformacién de escala positiva tal que si al-d1 z az—d2 entonces o= ly
o = (al—dl)/(az—dz) {(en casc contrario la demostracién ser{a andloga

. _ _ _ _ 2_ _ 1 11
defnlnendo o= 1y o« = (a2 dz)/(at1 dl)). Sea S Co.d Com((al,o), (pl,pz),
(O,az)).

Considerando (Sz,d), por PO y SY tendremos que F(S?d) = pl. Aplicando
W.MON al par (s%d), (S}d) se cumplird F(Sid) = F(S,zd) = p1 y puesto que
p1 € PO(S) F(S}d) = pl. Dado que los jugadores incurren en pérdidas en el
problema (S}d) mediante P, también lo hardn mediante F en el mismo
problema. Como (al,az)eES supongamos sin pérdida de generalidad que

aZ—Fz(S,d) # 0, entonces por ser F' = p1 donde ai-d1 = a;—d2 tendremos que

11 1 1
-p, = a - t .P.R
a P, a,p, €n onces por E

= L con lo que por PO y unicidad de P, F(S,d) = P(S,d). B

11



4.- COMPLEMENTARIEDAD ENTRE LA SOLUCION KALAI-SMORODINSKY Y
LA SOLUCION DE PERDIDAS PROPORCIONALES.

e e .. ‘. . . 2 2 .
Definicién 2: La solucién Kalai-Smorodinsky, K: Y — R%, asocia a

cada problema (S,d)ezz, el punto K(S,d) = x en 8S tal que:
x-d = Ala-d) Vi=l,2.
1o 1o
donde 8S es la frontera noreste del conjunto S.

La solucién Kalai-Smorodinsky proporciona a los agentes ganancias de
utilidad directamente proporcionales a la maxima ganancia posible para cada
uno de ellos, y la solucién de pérdidas proporcionales, pérdidas de
utilidad inversamente proporcionales a la maxima ganancia alcanzable para

cada agente. De aqui la complementariedad de las soluciones.

Podemos observar esta relacién entre las soluciones mediante sus

caracterizaciones  axiomadticas. Para ello enunciaremos el siguiente
requerimiento:
(E.G.R) Escala en ganancias relativas: V(S,d)ezz, V(S’,d’) = «fS,d) donde

«€A es una transformacién de escala positiva con ocl>0, ocJ =1=

(Fl—dl)/(FJ—dj)

(Fl-dl)/(FJ_dj)

= o J#i

EGR dice que si el conjunto factible cambia de forma que para
cualquier alternativa inicial, un agente posee en la nueva situacién la
posibilidad de conseguir @ veces el resultado anterior sin perjuicio ni
beneficio para el contrario, la proporcién entre las ganancias respecto del
punto de ruptura entre este jugador y su contrario cambia, de forma que

sera o veces la proporcién de ganancias anteriores.

12



Teorema 2: Sea F: EZ———a [Rz, entonces F verifica PO, SY, T.INV, W.MON
y EGR si y sélo si F(S,d) = K(S,d) V(S,d)ey".

Para demostrar este resultado necesitamos considerar el siguiente

axioma:

(S.INV) Escala invariante: V(S,d) ezz, para toda transformacién afin

positiva BeB, F(B(S),B(d)) = B(F(S,d)).

S.INV  requiere que la solucién sea invariante bajo cualquier
transformacién afin positiva de las funciones de utilidad. Esto implica que

los agentes no realizan comparaciones interpersonales de utilidad.

Demostracién: Obviamente K verifica los cinco axiomas. Es fécil
comprobar que en presencia de Pareto optimalidad, las propiedades T.INV y

EGR son equivalentes a S.INV.

Teniendo en cuenta la siguiente caracterizacién de la solucién

Kalai-Smorodinsky:

Teorema ( Roth [1979] ): Sea F:ZZ—> IRZ, entonces F verifica PO, SY,
S.INV y W.MON si y sélo si F(S,d) = K(S,d) V(S,d)e}".

Podemos concluir que cualquier solucién F que verifique PO, SY, T.INV,

W.MON y EGR es la solucién Kalai-Smorodinsky. |

Este resultado refuerza la propiedad EPR utilizada para caracterizar
la solucién de pérdidas proporcionales, al tiempo que muestra la relacién
de complementariedad existente entre dicha solucién y la solucién

Kalai-Smorodinsky.

13



S.- COMENTARIOS FINALES

De forma general, si consideramos dos problemas de negociacién (S,d),
y (S,d’) en los que el punto ideal coincide a(S,d) = a(S,d’), y el punto de
desacuerdo, d’, es "mds gravoso", en términos relativos, para el agente

i-ésimo, que la alternativa de no acuerdo, d :

ai(S,d) - d1 al(S,d ) - di

S,d) - d s,d’) - &
aj( ) ; aj( ) ]

la  solucién de pérdidas proporcionales, propuesta en este traba jo,
recomienda un resultado mds favorable para el agente i-ésimo en (S,d’) que

en (S,d).

La eleccién, en negociacién axiomdatica, de este tipo de solucién
podria justificar, por tanto, comportamientos en los que un agente
"pretende" que el desacuerdo le perjudique més de lo que realmente le dafia.
Ejemplos de tales situaciones se ueden observar cuando los agentes
Jemp P
provocan un pacto utilizando una ardia para alterar" el punto de
desacuerdo: juicios que pueden perjudicar mucho a uno de los agentes sin

beneficiar al otro, etc.

Es interesante destacar que la solucién presentada resulta ser
complementaria de la solucién Kalai-Smorodinsky, dado que asigna pérdidas a
los agentes con la misma légica que la solucién Kalai-Smorodinsky asigna
ganancias, complementariedad que se pone de manifiesto a través de las

caracterizaciones axiomadaticas de ambas soluciones.

Por otro lado, el hecho de que la solucién de pérdidas proporcionales
tome como referencia el punto ideal y centre la atencién en las pérdidas de
utilidad, hace que sea atractiva su extensién a otra clase de problemas de
negociacién recientemente estudiada por Chun y Thomson [1992] y Brunner

[1992], en los que se especifica un nuevo punto de referencia denominado

14




"derechos" o "aspiraciones razonables", normalmente no factible y que puede
representar  derechos adquiridos por los agentes en negociaciones
anteriores, expectativas sobre la resolucién del problema, aspiraciones

consideradas "justas", etc.

Por udltimo, debemos notar, que es un tema abierto la generalizacién de
la solucién de pérdidas proporcionales para el problema de negociacién
n-personal con n=3, si bien, al considerar en este contexto sélo dos
posibilidades: acuerdo unanime o completo desacuerdo, se ignora cualquier
coalicién entre agentes y las soluciones pierden parte de la fuerza que

poseen para el caso bipersonal.

15
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