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CRECIMIENTO OPTIMO, DEPRECIACION ENDOGENA
Y SUBUTILIZACION DEL CAPITAL

Omar Licandro, Luis A, Puch y José Ramén Ruiz

RESUMEN

En este trabajo se examina la situacién de equilibrio estacionario y el
comportamiento dindmico de las principales variables de control de una economia en
la cual se considera que la actividad de inversi6n estd sujeta a costes de ajuste y
que el mantenimiento de los bienes de capital deteriorados resulta costoso. El
modelo de asignacién intertemporal Gptima de recursos que planteamos considera la
tasa de depreciacién y la tasa de utilizacién del capital como dos variables
endGgenas, integradas en el conjunto de variables de decisién. Uno de los resultados
m4s sobresalientes es la infrautilizacién 6ptima y eficiente del capital. Por otra
parte, los resultados derivados de la golden rule y la modified golden rule
asociadas al modelo con depreciacién endégena aseguran la eficiencia dindmica de la
economia a lo largo de la trayectoria 6ptima. Finalmente, a lo largo de la senda de
convergencia, el capital, la produccién y el consumo per capita, asi como la tasa de
depreciacién presentan una correlacién positiva, mientras que la tasa de inversion y
la tasa de utilizacién del capital aparecen inversamente relacionadas con las
anteriores.

PALABRAS CLAVE: Crecimiento éptimo, depreciacién endégena.

ABSTRACT

This paper examines the stationary equilibrium situation and the dynamic
behavior of the main control variables of an economy where investment is subject to
adjustment costs and the mantainance of deteriorated capital goods is considered
expensive. The optimal intertemporal resources allocation model that we propose
considers depreciation and capital utilization rates as two endogenous variables
integrated in the decision group. One of the most outstanding results is the optimal
and efficient subutilization of capital. On the other hand, the results derived from
the golden rule and the modified golden rule associated to the endogenous
depreciation model ensure the dynamic efficiency of the economy along the optimal
path. Finally, from the convergence perspective, the capital, the production and the
per capita consumption as well as the depreciation rate present positive
correlation, whereas the investment and capital utilization have an inverse
relationship to the previous ones.

KEY WORDS: Optimal growth, endogenous depreciation.







1. Introduccion

La mayor parte de estudios econdémicos, tanto empiricos como tedricos, que
analizan el proceso de acumulacién de capital, adoptan como hipétesis de trabajo la
exogeneidad de la depreciacién. Dicha naturaleza exdégena de la depreciacion del
capital se justifica, por una parte, en base a la consideracién de tecnologias del
tipo putty-putty, pero también se sustenta en gran medida en la percepcidn
distorsionada que habitualmente se tiene del fenémeno del deterioro del capital, la
cual ha acabado por elevar al rango de axioma la idea de una tasa de depreciacion
constante. Este a priori se manifiesta especialmente preocupante, por su cardcter
limitativo, en 4reas como la teoria de la inversién y la teorfa del crecimiento, o

en relacion al problema de la medicion del capital.

Desde un punto de vista tedrico, el problema de la variabilidad de la
depreciacién y su determinacién endégena, en el marco de los modelos con tecnologia
de produccién putty-putty, ha sido abordado recientemente en los trabajos de
Escribd-Pérez y Ruiz-Tamarit (1996) y Ruiz-Tamarit (1995). Estos trabajos se
plantean, bajo una perspectiva de equilibrio parcial para una empresa representativa
actuando en un entorno competitivo, el reto de modelizar el proceso de toma de
decisiones incluyendo la tasa de depreciacién entre las variables de control. Para
ello, se incorpora un mecanismo mediante el cual es posible reducir la depreciacién
por deterioro mediante la actividad de mantenimiento de los bienes de capital. Como
contrapartida se obtiene, dada una cierta funcién de costes de mantenimiento, la
especificacién de una funcién de depreciacién de naturaleza semejante a la
tradicional funcién de inversién que nos ofrecen los modelos q de Tobin cuando
suponemos la presencia de una funcién de costes de ajuste. En el segundo de los
trabajos citados se incorpora ademds, bajo la hipétesis depreciation-in-use, la
relacién existente entre la depreciacion por deterioro y la utilizacién del
capitall, Con ello se establece una relacién a tres bandas entre la tasa de
depreciacién, la tasa de utilizacion del stock de capital y los costes de
mantenimiento, en base a la cual se especifica un modelo cuyo equilibrio se
caracteriza por la existencia de exceso de capacidad instalada, incluso bajo los

supuestos de mercados competitivos, flexibilidad total de precios y una tecnologia

I Distintas formulaciones y aplicaciones de esta hipdtesis se pueden encontrar en
Epstein y Denny (1980), Bischoff y Kokkelenberg (1987), Motahar (1992) y Burnside y
Eichenbaum (1994).



que permite la sustituibilidad entre los factores?. Desde este punto de vista, la

infrautilizacién del capital resulta voluntaria y 6ptima.

En la literatura sobre crecimiento econdémico, el modelo estdndar de
crecimiento Gptimo3 se caracteriza porque no permite la separacién de las decisiones
de ahorro de las familias de las decisiones de inversién de las empresas. Dicho
modelo, adn cuando no se construye sobre la hipdtesis de una tasa de ahorro
constante como es el caso del modelo neocldsico de crecimiento de Solow-Swan, supone
un comportamiento pasivo de la inversién, la cual se adapta automdticamente a las
decisiones de ahorro. Por un lado, el modelo se construye sobre el supuesto de un
inico bien en la economia, lo cual determina una oferta de inversién perfectamente
elastica. Por otro, la ausencia de costes de ajuste o de instalacién asociados a la
inversién proporciona una demanda de inversién perfectamente eldstica. Las
deficiencias que acarrea esta forma de proceder se han tratado de superar por dos
vias. Por una parte, suponiendo dos sectores productivos, uno de bienes de consumo y
otro de bienes de inversién. Este es el caso de Uzawa (1964). Alternativamente,
mediante la introduccién de costes de ajuste explicitos vinculados a la inversién en
el programa de optimizacién. Esto es lo que se hace en el trabajo de Abel y
Blanchard (1983).

Con todo lo anterior, se comprueba que existen alternativas al tratamiento
incialmente exégeno y pasivo de una variable tan importante como la inversién en los
modelos de crecimiento econémico. Sin embargo, una caracteristica comtin a todos esos
modelos es que la depreciacién del capital se determina exOgenamente a una tasa
constante. Ademds, en todos ellos encontramos que el capital instalado se utiliza a
plena capacidad. En este trabajo, partimos de la premisa de que tanto una como ofra
constituyen dos deficiencias fdcilmente subsanables mediante la apropiada
generalizacién del modelo dindmico de equilibrio general con costes de ajuste que se
presenta en Abel y Blanchard (1983). La generalizacién que proponemos consiste en
suponer que existen costes asociados al mantenimiento del capital instalado, los
cuales dependen de las variables endGgenas tasa de depreciacion y grado de

utilizacién del capital. En este modelo la tasa de depreciacion y el grado de

2 Ver Licandro y Puch (1995) y Licandro, Puch y Ruiz-Tamarit (1996), donde se
plantean distintas aplicaciones de esta hipdtesis mixta en el marco de los modelos
de ciclo real, con datos de la economia de los EEUU y de Espafia respectivamente.

3 Bl lector encontrard en los capitulos 2 y 3 de Barro y Sala-i-Martin (1995) una
exposicién amplia y detallada del modelo de crecimiento de Ramsey-Cass-Koopmans, asi
como de las condiciones que permiten establecer su equivalencia con el modelo de
crecimiento Gptimo, y un estudio panordmico del comportamiento de éste dltimo bajo
diferentes entornos institucionales.




utilizacién del capital se eligen optimamente junto con la tasa de inversién. En
otras palabras, nuestro objetivo es analizar las modificaciones que se dan en el
modelo estdndar de crecimiento Sptimo cuando introducimos los supuestos necesarios
para la existencia de una funcién de inversién, una funcién de depreciacién, y una

funcién de subutilizacién del capital, bien definidas.

En este trabajo se plantea y resuelve el problema del crecimiento &ptimo en
el marco de un modelo dindmico de equilibrio general determinista absolutamente
genérico, formulado en base a unas relaciones funcionales que caracterizaremos por
los signos de sus primeras y segundas derivadas. En el apartado 2 describimos el
entorno econdémico especificando las preferencias, la tecnologia, las funciones de
costes de ajuste y de mantenimiento y las restricciones globales que se imponen a
los agentes econdémicos. En el apartado 3 se resuelve el problema de optimizacién al
que se enfrenta una economia centralizada, y estudiamos las reglas de decision
relativas a las variables de control tasa de inversién, tasa de depreciacién y tasa
de utilizacién del capital. A continuacién, en el apartado 4 se analiza el sistema
dindmico hamiltoniano resultante de sustituir las funciones &ptimas de conirol en
las ecuaciones de Euler, tratando de identificar y caracterizar los posibles
equilibrios de estado estacionario y estudiando el problema de la eficiencia
intertemporal. La caracterizacién del sistema dindmico se hace extensiva al apartado
5 con el estudio de la propiedad de estabilidad dindmica y el andlisis de las
trayectorias Optimas. El instrumento bdsico que se utiliza para caracterizar
cualitativamente la versién linealizada del sistema dindmico hamiltoniano es el
diagrama de fase en combinacién con la informacién recogida en su matriz jacobiana,
la cual nos permite computar el signo de los autovalores. En este marco general se
analiza también el comportamiento dindmico transicional de las principales variables

del modelo. Finalmente, en el apartado 6 se ofrecen las conclusiones.

2. El entorno econémico

En este apartado se describen los distintos elementos que configuran el
entorno econémico en el cual los agentes econdémicos existen y toman decisiones.
Nuestro propésito es describir un modelo de economia neocldsica con ligeras
modificaciones respecto a lo que ha constituido tradicionalmente el modelo bdsico de

referencia en la literatura sobre crecimiento econémico. Comenzaremos, pues, con la



descripcién de las preferencias y la tecnologia para, a continuacin, describir los
elementos particulares de este trabajo que lo hacen diferente de los demds, y
finalmente concretaremos las restricciones del problema de crecimiento Gptimo que se

formulard y analizard en los apartados siguientes.

Las Preferencias

Empezaremos suponiendo que la economia estd poblada por un gran nimero de
unidades bdsicas de consumo o economias domésticas, que son idénticas entre si y que
viven un ndmero infinito de periodos. Suponemos ademds que las preferencias de cada
consumidor se pueden representar por medio de una funcién de utilidad, y que dicha
funcién de utilidad es intertemporalmente separable de forma aditiva. Bajo estos
supuestos, el bienestar de los consumidores se puede representar por la suma
intertemporal descontada de la utilidad obtenida en cada periodo con el consumo
correspondiente a dicho periodo. Si ¢=C/N, representa el consumo per capita,
obtenido como el cociente entre el consumo agregado de la economia C, y la poblacién

total N,, podemos escribir la funcién de utilidad de la siguiente forma:

() | Ue)-exp(-pr-as
0

Esta formulacién supone que la utilidad del consumidor en el periodo O es una
suma ponderada de todo el flujo futuro de utilidades instantdneas. La funcién de
utilidad instantdnea se supone que es continuamente diferenciable, creciente y
estrictamente céncava en ¢; esto es, U(¢)>0 y U”(c)<0% Ademds, también se
supone que se satisfacen las condiciones: lim,,, U’(c)=w y lim.,, U’(c)=0.
Finalmente, en la expresién anterior, el pardmetro [ es la tasa de descuento que el
consumidor aplica a la utilidad futura, y representa su tasa de preferencia

temporal. Aqui supondremos que esta tasa es constante.

4 El supuesto de concavidad en la funcién de utilidad implica que los consumidores
prefieren un patrén de consumo relativamente uniforme a lo largo del tiempo.

5 Para una discusién mds en profundidad sobre este punto ver Uzawa (1968).
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La Tecnologia

Nos encontramos en un entorno econémico caracterizado por la existencia de un
tinico sector productivo en el cual el output Y es un bien homogéneo que puede ser
consumido, contribuyendo a aumentar el bienestar inmediato de las unidades bdsicas
de consumo, o puede dedicarse a los distintos usos que confribuyen a acrecentar el
stock de capital fisico de la economia: inversién y mantenimiento. La tecnologia con
la cual estdn dotadas las unidades bdsicas de produccién se puede describir mediante

la siguiente funcién de produccién agregada:
2) Y, = F(L,KU)

Esta funcién nos indica que las cantidades de output producidas dependen de
las cantidades utilizadas de los dos factores de produccién existentes en nuestira
economia: capital fisico y trabajo. El input trabajo L, puede variar por diversos
motivos tales como el crecimiento de la poblacién y las variaciones en el nimero de
horas trabajadas por el trabajador individual. Sin embargo, aqui nos desentendemos
de la eleccién renta-ocio, determinante de la oferta individual de trabajo,
suponiendo que cada miembro de la fuerza laboral trabaja a una intensidad dada y
ofrece un nimero fijo de horas A que normalizamos a la unidad. Bajo estas
simplificaciones podemos hacer corresponder la fuerza laboral L, con la poblacion
N, Por otra parte, suponemos también que se dan todas las condiciones relativas a
fertilidad, migraciones, mortalidad y tasas de participacién, necesarias para

generar un crecimiento constante y exdégeno de la poblacién a la tasa n. Esto es:
3) L, = N, = Ny-exp(nt}

Finalmente, una simplificacién adicional nos lleva a normalizar el tamafio

inicial de la poblacién considerando Ny=1.

Por lo que respecta al otro factor de produccién, el capital fisico utilizado
en el proceso productivo se determina como una proporcién variable u, del stock de
capital instalado K, Esta variable representa la tasa de utilizacién del capital

productivo y toma valores entre cero y la unidad. Podemos, pues, escribir:

4) KU, = K, u,



Con todos los supuestos anteriores podemos volver sobre la definicién de la

tecnologia y escribir la funcién de produccién como sigue:
(5) Yt = F(NpKt'ut)

Con esta especificacién de la funcién de produccién - implicitamente se ha
supuesto que no existe progreso técnico. Esto nos indica que las mismas cantidades
fisicas de capital y de trabajo utilizadas en periodos diferentes nos ofrecen la

misma cantidad de output®.

Los supuestos sobre la funcién de produccién los podemos agrupar en tres
bloques. Primero, las productividades marginales son funciones positivas: F;>0,
F,>0, y decrecientes: F;;<0, Fy,<0. Los factores productivos se suponen cooperantes,
y de acuerdo con el teorema de Young tenemos: F,,=F, >0. Segundo, la funcién F(.) es
una funcién homogenea de grado uno en sus determinantes, por lo que presenta
rendimientos constantes a escala. Esta propiedad se puede expresar analiticamente

por cualquiera de las relaciones siguientes:
F(L,KU) = F(L,KU)-L, + Ey(L,KU)-KU,

(6) Fi - Fy - F%z =0

Tercero, se satisfacen las condiciones de Inada segiin las cuales el producto
marginal de los factores productivos capital fisico y trabajo se aproximan a
infinito (tienden a cero) cuando las cantidades de los factores capital y trabajo,

respectivamente, se acercan a cero (infinito).

La anterior condicién de rendimientos constantes a escala implica también que

la funcién de produccién puede escribirse de la siguiente forma:

6 Las implicaciones de este supuesto en el modelo que estamos considerando son
meramente formales y no afectan al fondo de la cuestién sobre la cual trata el
presenie trabajo. En cualquier caso, la inclusién de progreso técnico exdgeno
evolucionando a una tasa constante entre las propiedades originales de nuestro
modelo, tan s6lo nos obligaria a reescalar las variables, definiendolas en té€rminos
de unidades de trabajo eficiente, y a considerar el estado estacionario como una
situacién en la cual las variables relevantes no permanecen constantes sino que
crecen a una tasa que vendria determinada por la suma de las tasas de progreso
técnico exégeno y de crecimiento de la poblacion.
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) FNK, 1) = Ny-F(Lk-u) = N £k, 1)

En esta expresién hemos introducido la definicién del stock de capital per
capita, k=K/N,. Ahora, utilizando la definicién de la produccién per capita,

y=Y/N, podemos especificar la funcién de produccién en forma intensiva:

8) y =tk 1)

Respecto a la funcién f(.) supondremos que es no negativa, dos veces
diferenciable, creciente y céncava: f(k-u)>0 y f£(k-u)<0. Las condiciones de

Inada referidas a la funcién de produccién escrita en forma intensiva implican:

%) lim  (ku) =
k-u  —0

(10) lim  £(k-u) =0
kt'Ll (oo

Los Costes de Ajuste y de Mantenimiento

La produccién obtenida con la tecnologia que acabamos de describir puede
asignarse al consumo, y con ello satisfacer las necesidades y el bienestar presente
de las familias, o puede dedicarse a las actividades encaminadas a sostener y
aumentar el acervo de bienes de capital, con lo cual las empresas podrdn realizar en
el futuro una produccién mayor. Estas actividades son dos: el mantenimiento y la
inversién. Asociados al mantenimiento y a la inversién nos encontramos con los dos
elementos diferenciales de este trabajo con respecto a los que constituyen el
problema de crecimiento 6ptimo estdndar. Los elementos a los que nos referimos son
los costes de mantenimiento del capital y los costes de ajuste asociados a la
inversién. En relacién a estos ultimos, en este trabajo nos mantenemos fieles al
enfoque adoptado en Abel y Blanchard (1983), con las tnicas modificaciones referidas
a la definicién de las variables y a las que de ello se derivan necesariamente para

adaptar el discurso al entorno institucional que estamos configurando.
Consiguientemente, se supone que existen asociados a la inversién bruta unos

costes de ajuste o de instalacién internos, expresados en términos de unidades de

producto, que son estrictamente necesarios para realizar la inversién pero que no
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contribuyen, directa y algebraicamente, al incremento del stock de capital. Estos
costes totales de instalacién los expresaremos mediante la funcién ®(,K),
dependiendo tanto del volumen de inversién bruta (positivamente) como del stock de
capital instalado (negativamente). Supongamos que la funcién de costes de ajuste es
homogénea de grado uno simultdneamente en todos sus determinantes con lo que

obtenemos las siguientes relaciones:

O, K) = OIK) 1 + Py(I,Kp- K,

(11) Dy Dy - Py = 0

Ahora podemos escribir la funcién de costes de ajuste en forma intensiva

definiendo la variable tasa de inversién i=I/K,.
(12) O(I.K) = ©G,1) K, = ¢G) K,

Respecto a la funcién ¢(i) supondremos que es no negativa, dos veces
diferenciable, creciente y convexa: ¢()>0 Vv i>0, ¢(0)=0, ¢’E)>0 y ¢(@>0.
Finalmente, Si definimos el coste de ajuste per capita obtenemos la siguiente

expresion:

P(I,K)

(13) N = 0(i) -k,

Por otra parte, de acuerdo con los comentarios de la introduccién respecto a
los problemas que comporta el fenémeno de la depreciacién variable y al tratamiento
que recibe en la literatura, aqui adoptaremos el enfoque de Ruiz-Tamarit (1995). En
dicho trabajo la hipdtesis depreciation-in-use se complementa incorporando una
tecnologfa de mantenimiento. Segin este mecanismo, el deterioro provocado por el
envejecimiento y el uso de los bienes de capital puede ser contrarrestado mediante
la actividad de mantenimiento, asumiendo los costes correspondientes y evitando asi
la depreciacién. En este escenario, el exceso de capacidad y la correspondiente
infrautilizacién del stock de capital son valorados positivamente por las empresas
puesto que facilitan el mantenimiento de los bienes de capital deteriorados y

permiten ahorrar en gastos asociados a dicho mantenimiento.
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Los costes totales de mantenimiento dependen negativamente del volumen de
depreciacién D, y positivamente de la utilizacién del capital KU. Los costes de
mantenimiento correspondientes al capital depreciado y al capital no utilizado se
suponen nulos. Analiticamente se puede escribir la siguiente funcién para

representar los costes totales de mantenimiento:
(14) M, = M(D,KU)

En esta expresién, se supone que las primeras derivadas de la funcién con
respecto a sus argumentos presentan los siguientes signos: M,;=0, M,z0. Ademis,
consideramos que la funcién M(.) es una funcién homogenea de grado uno en sus
determinantes tomados conjuntamenmte, por lo que la ecuacién anterior se puede

reescribir de la siguiente manera:

(15) M, = m(3,u) K,

En la anterior expresién, el término m(8,x,) representa el coste medio de
mantenimiento. La tasa de depreciacién variable 5, se define como el cociente entre
el volumen de depreciacién total D, y el stock de capital K,. La variable u, define
la proporcién del capital instalado que se utiliza en cada periodo, y expresa el
efecto que el uso de los bienes de capital tiene sobre la depreciacion de los
mismos, o alternativamente sobre los costes de mantenimiento. A continuacién

caracterizamos la funcién de coste medio de mantenimiento del capital suponiendo:

m(3,u)=0, v 8s8s1 y Osu=l;
m(1,4)=0, Vv O=us=l;

(16) m(8,00=0, v 8<8=1;
m;<0, m,>0;

2
m,;>0, my,>0, m;<0, m;m, - mp > 0.

El coste medio es siempre no negativo, decreciente con la tasa de

depreciacién y creciente con la tasa de utilizacién del capital. Ademds, la funcién

de coste medio se supone estrictamente convexa. El valor 8 representa la tasa de
depreciacién minima, correspondiente a la depreciacién provocada por el estricto
deterioro fisico del capital, que se observa s6lo como consecuencia de una actividad

de mantenimiento llevada a su mdximo nivel.
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Finalmente, Si definimos el coste de mantenimiento del capital per capita

obtenemos la siguiente expresion:

M,
17) —NT = m(0,u,) K

Las Restricciones

En primer lugar tenemos la ecuacién de acumulacién de capital:

(18) Kt =1 - St'Kt

El término K=dK/dt representa las variaciones experimentadas por el stock
de capital, obtenidas como resultado de las diferentes decisiones que las empresas
toman sobre la inversién bruta I, y la tasa de depreciacién O, Si escribimos las
anteriores variables en términos per capita, dividiendo por el volumen de poblacién
N, y sustituimos por la variable tasa de inversién, i, y la tasa de crecimiento
exégena de la poblacién, n, nos queda la siguiente expresién representativa del

proceso de acumulacién de capital:

(19) k= (i-8-n)

Por ofra parte, la restriccion global de recursos la podemos formular de la

siguiente manera:

(20) F(N.K, 1) - ®I,K) - M(DK-u) = C+K+8- K,

Esta restricciéon nos indica que la produccién neta de costes de ajuste y de
mantenimiento puede asignarse libremente al consumo o a la inversién bruta. Teniendo
en cuenta la restriccién (19), y conjuntamente con lo que hemos visto mds arriba en
relacién a la tecnologia, ecuacién (8), a los costes de ajuste, ecuacion (13), y a
los costes de mantenimiento, ecuacién (17), podemos ahora reescribir la restriccion

(20) como sigue:

21) etk (Stn) -k, = L0k u) - [ 0G)+m(B,u) 1-k,
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Alternativamente, prescindiendo de las variables que aparecen escritas en

términos diferenciales también podemos escribir:
(22) ¢, = Tk u) - [ i+0G)+m(S,u) 1-k

Otra forma de leer la restriccién global de recursos es, pues, que el consumo
per capita no puede ser mayor que la correspondiente produccion después de descontar
todos los recursos asignados a las actividades relacionadas con el acrecentamiento

del stock de capital fisico de la economia.

3. El problema de optimizacion de una economia centralizada

De acuerdo con los planteamientos del apartado anterior, estamos considerando
un modelo estindar de crecimiento 6ptimo con horizonte infinito, en el cual la
economia estd compuesta por familias y empresas competitivas. En ausencia de
externalidades e informacién asimétrica, la solucién del problema obtenida mediante
el supuesto de un planificador central coincide con la solucién competitiva obtenida
de forma descentralizada a ftravés de la competencia entre empresas y del
comportamiento optimizador de las familias. Por ello, sin pérdida de generalidad, en
este apartado analizaremos el caso de una economia gobernada por un planificador
central benevolente que toma decisiones sobre las variables de control tasa de
inversién, tasa de depreciaciéon y tasa de utilizacién del capital, las cuales
afectan al estado de la economia representado por la variable capital per capita. El
problema del control éptimo consiste pues en elegir los valores de dichas variables

tales que maximicen la siguiente expresion:

23) J U(c)- N,-exp(-Bt} - dt
0

sujeto a las restricciones dadas en las ecuaciones (19) y (22) del apartado

anterior.

La expresién (23) constituye un indicador del bienestar de la comunidad

cuando ésta estd constituida por individuos con idénticas preferencias que extraen
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la misma satisfaccién de un cierto volumen de consumo. Dado el supuesto de la
ecuacién (3) respecto al crecimiento de la poblacién y la normalizacién del tamafio
inicial de la poblacién, podemos reescribir la funcién objetivo de la siguiente

manera.
(24) J U(c) - exp(-(B-m)t) -dt
0

Ahora, para que el problema esté bien definido, el valor del integrando debe
tender a cero cuando t tiende a infinito. Esto se puede garantizar, dada la
caracterizacién de la funcién de utilidad que hemos hecho en el apartado anterior,
suponiendo B > n, la tasa de descuento intertemporal mayor que la tasa de

crecimiento de la poblacién’.

Volviendo al problema de maximizacién que tenemos planteado, de acuerdo con
los postulados generales de la teorfa del control Gptimo podemos escribir la

siguiente funcién hamiltoniana en términos de valor presente:
(25)  H(,3,usk,l) = UEk, - u)-[i+0E)+m(S,u)] k) + W-[(i-6-1) k]

El principio del mdximo de Pontryagin® establece como condiciones necesarias

para la existencia de una solucién interior®:

(26) 0=H =-U()[ 1+0°G) 1-k + wk

@7) 0 = Hg = -U(c) my(B,u) k - -k

(28) 0 = Hy,

U [ Pku) -k - my(S,u)-k ]

7 Para asegurar la convergencia de la integral, dada la naturaleza exponencial del
factor de descuento en la ecuacién (24), se podria incluso aceptar el supuesto de
que el integrando U(c,) crezca a una tasa exponencial constante, siempre y cuando

ésta sea inferior a [B-n. En Chiang (1992) el lector encontrard condiciones mds
generales para la convergencia de la funcién integral objetivo.

8 Ver Seierstad y Sydsaeter (1987).

® Con el objetivo de simplificar la nomenclatura, en lo que sigue suprimiremos el
subindice temporal correspondiente al periodo t.
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(29) L= - Hy +(B-n)-p
= - { U)[k-u)-u -[i+6(D)+m(8,u)]] + p-(i-8-n) } + (B-n)-u
U TGk u =i -9G) -m(B)]) + - (B+8-D)

(30) k = Hy = (-8-n)k

Supongamos que la funcién hamiltoniana es estrictamente céncava en las
variables de control, lo cual nos asegura la continuidad de las funciones solucién!®.
Bajo este supuesto, las condiciones anteriores son al mismo tiempo suficientes.
Ademds, la condicién de transversalidad correspondiente a este problema

caracterizado por un horizonte de programacién infinito es:

(31) lim -k-exp{-(B-m)t} = O

o]

Con el objetivo de simplificar la nomenclatura y facilitar la interpretacion
de las expresiones analiticas que siguen, realizaremos las sustituciones siguientes:
A=u/U(¢) 'y U(c)=m. Si ademds tenemos en cuenta que por definicién
-U(c)-¢/U’(c)=1/0(c), donde o©(c) representa la elasticidad de sustitucién

intertemporal, y que (M/M)=(-1/5(c))- (c/c), podemos reescribir las condiciones de

primer orden del problema de maximizacién de la siguiente manera:

(26°) A=1+ ¢0)

(27) A= - my(Su)

(28) Pk u) = my(S,u)

(29%) A=i+ 0@ + m(B,u) - PUe-u)-u + A-[ P+d-i-MMm)

Diferenciando las condiciones (26°), (27°) y (28’) y resolviendo para di, do
y du, podemos determinar el signo de los efectos parciales de cada uno de los
determinantes de las siguientes funciones Optimas de control: i=i(k,A), 6=0(kA) y

u=u(k,)). Estos signos son:

10 Para ello, es condicién suficiente que la matriz hessiana construida con las
derivadas segundas con respecto a las variables de control sea definida negativa.
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a1 ai, 3%, 8%, au, au,

t
32 — =0, —>0, —<0, —<0, —<0, —<0
32) ak, ak, ak, a\, ok, ak,
En forma matricial podemos escribir:
1
0 —
0
di -mlz‘f”'u f”'k - m22
_ S dk
32’ dd | =
2 [A] [A a
du ,
my - u m,,
[A] [A]

dOl‘lde IAI - mll'm22 - m12'm21 - mll'f’,'k > O.

El detalle de todos estos efectos directos e indirectos sobre las variables
de control se puede mostrar también ilustrando la informacién contenida en las
anteriores condiciones de primer orden (26°)-(28’), tal y como se hace en los

siguientes graficos.

Antes de seguir y pasar al estudio del estado estacionario, podemos
preguntarnos cémo los anteriores efectos sobre las variables de control pueden
trasladarse tanto al consumo per capita como a la produccién per capita. Para ello
acudimos a las ecuaciones (22) y (8) y sustituimos en ellas las funciones Sptimas de
control de manera ambas variables queden expresadas en términos de la variable de

estado k y del multiplicador A. Esto es:
(227 c(l,h) = fk-ule,N) - [ il A)+oGkA))+m(8(k,A),u(k,\)) 1k
(8”) y(k,A) = (k- u(k,\))

A partir de los resultados ofrecidos en la matriz de la expresién (32°) y las
condiciones de primer orden, ecuaciones (27°)-(29’), los correspondientes efectos
parciales sobre el consumo per capita y la produccién per capita vienen dados por

las siguientes expresiones generales cuyo signo se detalla a continuacion:
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Griéfico 1.
El efecto de un AX sobre i.

1+¢°(i)
A

Grifico 2.
El efecto de un Ak sobre s.

—ml(é‘,u)
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Gréfico 3.
El efecto de un Ax sobre 3.

'm1(3,u)
A
&
a! -
A0 \
s! LN
Griéfico 4.

El efecto de un Ak sobre u.

£ (k1)

m, (3, )

£7()

20



Griéfico S.
El efecto de un Ax sobre u.

£ (k- u)

m,(3,1)

£7¢.)

Gréfico 6.
La relacién entre tasa de inversién (i) y tasa de depreciacion (8).
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ac au o 88 au
(33a) o = [u+ k-a] - [ i+9@)+m(O,u) 1 - k[ m -+ mz'g]
. . kemp- £ u >
=N LB+8-i- (M- - ——1 20
A
(33b) P e @) el w2 w2
= e —— o . 1} ) —— - S m,e— m.,+s—
a\, N Y Pan 7oA
k()2 % _ o
= k(O kemy— <
E3A au -k-my, £’
(34a) —=f(u+k—1=Fuf[l-—7—] > 0
ok, 3k |AI
(34b) AP
ok, e Al

4. El estado estacionario

Consideremos el sistema dindmico de tipo hamiltoniano modificado de las
ecuaciones (30) y (29°). En ellas sustituimos las funciones optimas de control
deducidas en el apartado anterior. El sistema dindmico resultante lo podemos

expresar de la siguiente manera:
(35) k = (i(e\)-8(k\)-r) -k = TI(kA,a,n)

(36) A = itkA) + 03i(kN) + m(B(k,A)u(k,N)) - £ (k- u(k,\)) - u(k,X)
+ A [ B+8UN)-i(kA)-(mM) 1 = T(k,\a,B)
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En estas ecuaciones dindmicas el término « a » representa un vector fila
cuyos elementos son los pardmetros que caracterizan la funcién de utilidad, la
funcién de produccién, la funcién de costes de ajuste y la funcién de costes de
mantenimiento!!. Los pardmetros [ y n representan, respectivamente, la tasa de

preferencia temporal y la tasa de crecimiento de la poblacién.

El anterior sistema hamiltoniano es un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden no lineales, que describe el comportamiento dindmico
de la tnica variable de estado del problema: el capital per capita k, asi como de la
variable de coestado A. La solucién de estado estacionario generalmente no puede
obtenerse de manera explicita. Aqui, ademds, debemos asumir las consecuencias de
trabajar con formas funcionales genéricas, lo cual no es una barrera insalvable
siempre que caractericemos suficientemente dichas funciones para permitir un
andlisis cualitativo en el entorno de los estados estacionarios. Las soluciones al

sistema dindmico (35)-(36), las podemos escribir en forma genérica como funciones

AN A
parametrizadas dependientes del tiempo: k(t,a,B,n) y Mta,B,n). Consiguientemente,
. podemos volver sobre la funciones de control especificando las reglas sobre la
inversién, la depreciacién, y la utilizaciéon del capital también bajo una forma

general como trayectorias temporales parametrizadas. Esto es,

A A A AN

z?=i(k(t,a,B,n),ﬁ(t,a,B,n)):i(t,a,B,n), 6=8(k(t,a,B,n),ﬁ(t,a,B,n))=5(t,a,ﬁ,n) y
AN

h=u(k(t,a,B,m).0(t,a,8,m)=u(t,a,B,n).

En estado estacionario tenemos que k== N = 0. En el presente modelo, con
crecimiento de la poblacién a una tasa constante n y sin progreso técnico exdgeno,
las variables k, y y c definidas en términos per capita permanecen constantes en el
equilibrio de estado estacionario. A su vez, las variables K, Y y C definidas en
niveles crecen a la tasa estacionaria constante n, la misma a la que crece la
poblacién. Sustituyendo en el anterior sistema dindmico encontramos los valores de
equilibrio de estado estacionario: k*(a,,n) y A*(a,p,n), obtenidos como solucién al

siguiente sistema de ecuaciones estaticas:

(37) T(k* A a,n) = 0
(38) I'(k*A%a,p) = 0

11 Una forma relativamente sencilla de introducir los elementos del vector de
pardmetros 'a’ consiste en reescribir la funcién de produccién como y=a,-f(k-u), la

funcién de utilidad como U(c,a,), la funcién de costes de ajuste como ¢(i,a;), y la
funcion de coste medio de mantenimiento como m(0,u,a,).
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Al sustituir estos valores en la ecuacién (22’) obtenemos una expresién para
los valores de estado estacionario del consumo per capita, en la cual aparecen de

manera explicita los valores de estado estacionario de las variables de control.
(39) c* = f(k*-u*) - [ F*+00*)+m(8*,u*) 1-k*
La ecuacién (37) implica que, en el estado estacionario, tenemos:
(40) *=n+ 0

El valor estacionario de la tasa de inversiéon es igual a la suma de los
valores correspondientes a la tasa de crecimiento de la poblacién y a la tasa de
depreciacién que se experimenta en el estado estacionario. Esta relacién nos indica
que no es posible conocer dicho valor sin el conocimiento previo o simultdneo del
valor de la tasa de depreciacién, el cual se determina conjuntamente con el valor de
estado estacionario de la tasa de utilizacién del capital. Asi pues, a diferencia de

lo que ocurre en otros modelos mds simples donde la depreciacién se determina

exdgenamente a una tasa constante 5 y donde el capital se utiliza a plena capacidad,
en é&ste resulta imprescindible resolver conjunta y simultdineamente todas las
ecuaciones del modelo para conocer los valores de estado estacionario tanto de las
variables de estado como de las de control. Esta propiedad del modelo se ilustra en

el grdfico 7 que presentamos a continuacion.

Griéfico 7.
El estado estacionario de las variables de control.




Por otra parte, de la ecuacién (38) deducimos que en el estado estacionario,

después de las correspondientes sustituciones, se cumple la siguiente relacién:

4n k*-u*) = 1* - [ 8 + B+ 0B +n) + m(8*u*) + (B-n)-¢’(6"+n) ]

u

Esta expresién nos da el valor de estado estacionario del capital per capita,
y constituye una version modificada de las conocidas modified golden rules, que
denominaremos "delta modified golden rule" para diferenciarla de las demds!?. Las
principales diferencias de esta especificacion con respecto a las versiones
precedentes son la presencia de la tasa de utilizacion del capital, la figura de los

costes de mantenimiento y, en especial, la tasa de depreciacién endégena.

Podemos también calcular la correspondiente golden rule de este modelo con
depreciacién endégena y costes de mantenimiento a partir de la ecuacién (39)
diferenciando con respecto a k*. El resultado que obtenemos es una "delta golden

rule" que podemos escribir de la siguiente manera:

1
(42) f’(k;;GRm*) = —u—* [ & + n + 08" +n) + m(d*,u*) ]

A vpartir de los resultados de las ecuaciones (41) y (42), dada la
caracterizacién de las funciones de costes de ajuste y de mantenimiento, y dado que
B > ny &+n > 0, obtenemos que f’(k*-u*) > f’(kgGRu*). Asi pues, dada la
caracterizacién de la funcién de produccion, el comportamiento optimizador del

planificador central en nuestro modelo lleva al resultado siguiente:
(43) k< kDGR

Este resultado nos permite identificar la situacién de estado estacionario

como una situacién dinamicamente eficiente. La economia no ahorra lo suficiente como

2La primera formulacién de la modified golden rule que consideramos es la
correspondiente  al modelo Ramsey-Cass-Koopmans, y se recoge mds abajo en la
ecuacién (41’). La segunda es la del modelo Abel-Blanchard, en el cual se
especifica ~ una  versiéon  modificada de la anterior que por comodidad
denominaremos "special modified golden rule". Esta se recoge mds abajo en la
ecuacién (417).
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para alcanzar el stock de capital correspondiente a la delta golden rule'3, pero ello
no constituye ningtn problema desde el punto de vista del bienestar puesto que dicho
valor se ha obtenido como solucién centralizada al problema de maximizacién de la

utilidad y, por tanto, nos ofrece un resultado Pareto ptimo.

El anterior resultado es relativamente estdndar en la literatura sobre
crecimiento 6ptimo. Sin embargo, otros resultados no tan evidentes parecen
desprenderse de lo anterior si comparamos con los que se obtienen en los modelos de
crecimiento éptimo que hemos venido denominando Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans y
Modelo de Abel-Blanchard. Los resultados correspondientes a la solucion centralizada

en cada uno de estos modelos las podemos escribir, respectivamente, como sigue:

(41%) Pl ) =8+ B
(417) PO =8+ B+ ¢@+n) + (B-n)¢°(B+n)

* * * : . 14
Al comparar kRCK y kAB con el kDGR correspondiente a la delta golden rule4,

nos encontramos con que que atn cuando f3 > n, el hecho de que &* > 8 y que ¢(8*+n)>0
y m(8*,u*)>0 puede provocar un resultado tan paradigmético como el siguiente:

13 En el modelo estdndar de crecimiento éptimo d /la Ramsey-Cass-Koopmans la golden
rule, equivalente a la que se obtiene en el modelo Solow-Swan con tasa de ahorro
exdgena y constante, se puede escribir como sigue:

(427 PkE) =38+ n

En cambio, en el modelo Abel-Blanchard con costes de ajuste asociados a la
inversién bruta se puede derivar una golden rule particular que denominamos "special
golden rule", y que tras adaptar a nuestra nomenclatura podemos escribir como sigue:

(42) P = S+ n + G(S+n).

14 Para facilitar la comparacién nos abstraemos de la infrautilizacion del capital y
consideramos el valor k]*)GR obtenido de la ecuacién (42) cuando suponemos u*=1. Es

decir, el valor que satisface la ecuacion:
f’(k]’;GR) =0 + n + ¢(&"+n) + m(d%1)

En cualquier caso, esta simplificacién no resulta determinante en relacion a los
resultados que se comentan en el texto principal.
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(44) k< k]’;GR < sz < k;cx

Este resultado es tanto mds probable cuanto mds pequefia sea la diferencia
entre B y n. Con ello se pone de relieve que una subSptima politica de depreciacién
del capital productivo, basada en la adjudicacién de costes nulos al mantenimiento
del capital deteriorado, puede tener consecuencias graves para la economia. Esta
puede verse arrojada, aunque no necesariamente, a situaciones dominadas por un
exceso de capital instalado!5. En el marco de una economia cerrada como la que
estamos considerando, esto s6lo se puede dar sobre una trayectoria caracterizada por

el exceso de ahorro y el bajo consumo. Por consiguiente, a lo largo de trayectorias

dindmicamente ineficientes.

5. Andlisis dinamico de las trayectorias 6ptimas

Consideremos ahora el anterior sistema dindmico hamiltoniano de las
ecuaciones (35) y (36), que describe el comportamiento global de nuestro sistema

econdmico, especificando las correspondientes funciones sin parametrizar:

(35%) k

T1(k,A)

11

(36") A = T(k\)
Para cada una de las funciones anteriores podemos calcular facilmente las
correspondientes  derivadas parciales respecto al par (k,A), obteniendo los

siguientes resultados!®:

15 Si no se contabilizan los costes de mantenimiento, entonces puede parecer 6ptimo
realizar un mantenimiento mdximo del capital deteriorado, dejando la depreciacion

en un nivel minimo asociado a la tasa & correspondiente al inevitable deterioro
fisico.

16 Las expresiones (45)-(48) representan, una vez evaluadas en el correspondiente
estado estacionario, los elementos de la matriz jacobiana resultante de la
linealizacién del sistema dindmico (35)-(36).
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A partir de estos resultados podemos tratar de caracterizar las

correspondientes lineas de fase en el espacio (k,A). En primer lugar tenemos todos

aquellos puntos en los cuales se cumple k = 0. Los coeficientes recogidos en las
ecuaciones (45) y (46) permiten calcular la pendiente de la linea de fase y
determinan la dindmica de la variable k fuera de los puntos estacionarios. Los

signos de estos coeficientes son invariantes y sus valores son los siguientes:

aIl(k,\) k-myy- £ u
(45°) .= ——— >0
ok k=0 |Al
aII(k,\) 1 k- my
(46’) o=k =-——1 >0
A |k=0 ¢ |A]

La pendiente de esta linea de fase es negativa en todo su trazado dado que:
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aTI(k,\)

ol ok ¢ myy 77 u
(49) a1 = - = 3y £ 9 IE) < 0
Bk k—:_o al—l(k,)\/) (i) * f * k“q) ¢ mzz-mll * m22+m12 ¢ m21+m11 M f * k
A

Ademis, dada la anterior expresién, se demuestra fdcilmente que la linea de
fase es estrictamente convexa, 82A/0k? > 0. Por otra parte, dados los signos de las

ecuaciones (45°’) y (46’), sabemos que por encima y a la derecha de los puntos donde

k es estacionario se observa k > 0, mientras que por debajo y a la izquierda de

dichos puntos correspondientes a la propia linea de fase se observa el movimiento

contrario k < 0.

En segundo lugar, para todos aquellos puntos del espacio (k,A) donde se

cumple la condicién de estacionariedad A = M = 0, los coeficientes expresados en las
ecuaciones (47) y (48) permiten calcular la pendiente de la linea de fase vy

determinan la dindmica de la variable A fuera de los puntos estacionarios.

ary O S kemy, £ o
ak A=0 -k-my - £74(my s my, - myycmy,)
, al'(k,)\) 7 e k-my, <
(48°) . =(— ) + (B+6-)) N 0
A o T

El signo del segundo coeficiente no es invariante a lo largo de todo el
espacio (k,A). Por tanio, la pendiente de la linea de fase tampoco estd definida
independientemente del drea donde nos encontremos. En concreto, podemos especificar

su valor de la siguiente manera:

al'(k,\)
”» 2
(50) ar _ sk (my -y, - myyemy) 70" 0
ok |2=0 3F(’;’” (B+d-i)- |A| - £ wmy ok
3

Asi, por ejemplo, la ecuacién (48’) nos dard un valor inequivocamente
positivo s6lo para valores pequefios de A, mientras que para valores elevados de A
dicho coeficiente serd negativo. Dado el signo invariante de la expresién (47°), la

pendiente de la linea de fase puede presentarse con signo negativo para valores
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pequeiios de A, mientras que para valores elevados de A se presentard con signo
positivo, Esto es asi porque de acuerdo con las condiciones de primer orden
correspondientes a las variables de control tasa de inversibn y tasa de
depreciacién, dadas en las ecuaciones (26°) y (27°), los valores elevados de A se
asocian con valores pequefios de la tasa de depreciacién & y con valores elevados de
la tasa de inversién bruta i. En consecuencia, el término (B+6-i) presenta un signo
variable que depende del valor de A correspondiente a las coordenadas del punto

donde localicemos el andlisis.

Dada la segmentacién por tramos de la pendiente de la linea de fase

correspondiente a los puntos donde A = 0, la dindmica de la variable A fuera de sus

puntos estacionarios serd la siguiente: En el tramo con pendiente negativa
observaremos que A <0 por debajo y a la izquierda de la linea de fase, mientras que
por arriba y a la derecha se observara A > 0. En el tramo con pendiente positiva, en
cambio, tenemos que A > 0 en todos los puntos situados por debajo y a la derecha de

la linea de fase, y A <0 en aquellos situados por encima y a la izquierda.

De todos los puntos del espacio (k,A) nos interesan especialmente aquellos
que representan situaciones de estado estacionario. Ademds, dado el enfoque
cualitativo que hemos adoptado en esta parte del trabajo, resulta sumamente
importante establecer el signo de la pendiente de las lineas de fase en dichos
puntos singulares. Para ello sustituimos las condiciones de estacionariedad en las
ecuaciones (49) y (50) y nos fijamos en el signo de las correspondientes derivadas
parciales. En lo relativo a la ecuacién (49) los resultados no varfan respecto a lo
que tenfamos previamente puesto que el signo era invariante en todo el espacio,
incluidos los puntos estacionarios. Con respecto a la ecuacién (50), la

indeterminacién de la pendiente de la linea de fase correspondiente a los puntos
donde A = O perdura en el entorno de los equilibrios de estado estacionario. En

dicha zona del espacio (k,A) se da simultineamente k=0 y A = 0, por lo que la

anterior expresion (50) se simplifica de la siguiente manera:

2
®
a\ (myy gy, - myy-my) £+ u >0

(50%) . =
8k |A=0k=0  (B-n):(my, - myy-m;,-my-myq -7 k%) - £7-u* my; - k" <
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En conjunto, toda la informacién precedente relativa al sistema dindmico
constituido por las ecuaciones (35°) y (30’) se puede representar en términos
grificos en el diagrama de fase. En dicho gréfico se representan las dos lineas de
fase asi como las flechas que indican el movimiento de las variables k y A fuera de
los puntos estacionarios. Dada la falta de definicién con la que nos hemos
encontrado al considerar los signos de las ecuaciones (50) y (50°), cuya ambigiiedad
se traslada a la indeterminacién del ndimero de equilibrios aislados existentes en el
espacio (k,\) y a su respectiva caracterizacién en términos de estabilidad dindmica,
presentamos a continuacién en los gréficos 8 9 y 10 tres situaciones posibles
caracterizadas por la existencia de un tnico equilibrio de estado estacionario y por

la existencia de miltiples estados estacionarios.

Gréfico 8.
El diagrama de fase (I).

k

Una manera de obtener explicitamente una caracterizacién completa del sistema
dindmico no lineal de las ecuaciones (35°) y (36’) serfa por medio de la
aproximacién consistente en linealizar en torno al/los estado/s estacionario/s. No
obstante, dados los resultados cuantitativos y cualitativos que hemos ido
presentando a lo largo de este apartado, disponemos de informacién suficiente para

identificar el equilibrio tdnico que hemos supuesto en el gréfico 8 como un
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Gréfico 9.
El diagrama de fase (II): los equilibrios multiples.
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Griéfico 10.
El diagrama de fase (III).
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equilibrio del tipo punto fijo con propiedades de punto de silla!’?. El sistema
presenta, en este caso, inestabilidad del tipo senda de silla, convergiendo hacia el
equilibrio a lo largo de las dos tnicas trayectorias posibles: una desde el noroeste
con un aumento continuado de k acompafiado de la disminucién de A, y otra desde el
sureste con variaciones de k y A en sentido contrario. Entre las infinitas
trayectorias que satisfacen las ecuaciones (35°) y (36’) las tUnicas que cumplen la
condicién de transversalidad de la ecuacién (31) junto con la condicién inicial
relativa a la variable k, son las trayectorias 6ptimas. En el caso de un equilibrio
de punto de silla, las ramas estables del mismo satisfacen las anteriores

condiciones de optimalidad.

17 A efectos de caracterizar localmente el sistema dindmico linealizado en el
entorno de un estado estacionario, podemos dirigir nuestra atencién hacia los
autovalores de la ecuacién caracteristica. En primer lugar, la naturaleza
hamiltoniana del sistema originado en un problema estdndar de optimizacién dindmica
establece que los autovalores se agrupan por parejas, cuando son reales, o por
cuddruplas cuando son complejos [Kurz (1968)]. En segundo lugar la dimensién ( 2n,
siendo en nuestro caso n=1 el ndmero de variables de estado) y el descuento
(p=B-n>0) establecen wuna seric de limitaciones respecto a las posibles
configuraciones dindmicas que nos podemos encontrar. En tercer lugar, la estricta
concavidad de la funcién hamiltoniana con respecto a la variable de estado y la
estricta convexidad con respecto a la variable de coestado determinan el signo de
los coeficientes de la matriz jacobiana que se encuentran fuera de la diagonal
principal, mientras que los que se encuentran en la diagonal principal aparecen
relacionados entre si en términos de oposicién y transposicién, modificada ésta
s6lo por la presencia del factor de descuento en uno de los coeficientes.

Con todo lo anterior podemos concluir que nuestra ecuacidn caracterfstica ofrece dos
autovalores reales, Y1 y Y2, junto con la restriccion Y2=-yi+p. Ademds, para todo
estado estacionario estructuralmente estable (y+0 vi=(1,2}), la dindmica en tomno
al mismo solamente puede responder a uno de los dos patrones siguientes: dualidad
estabilidad/inestabilidad local del tipo senda de silla, y completa inestabilidad
local. En el primer caso un autovalor negativo junto a otro positivo nos dan un
determinante de la matriz jacobiana negativo. Este resultado es el mds probable
puesto que ocurre siempre que no existe descuento, cuando existiendo descuento
positivo el coeficiente de la diagonal principal de la matriz jacobiana que no va
afectado por la tasa de descuento (recogido en la expresion (45°) en el texto) tiene
signo negativo, y también cuando éste tltimo coeficiente se anula. En el segundo
caso un autovalor positivo deberd aparecer asociado a otro positivo respetando la
restriccién entre autovalores anteriormente apuntada. Con ello se generardn una
traza y un determinante de la matriz jacobiana también positivos. Esta situacion
exige como condicién necesaria pero no suficiente que el coeficiente de la diagonal
principal de la matriz jacobiana que no va afectada por la tasa de descuento (véase
ecuacién (45°)) tenga signo positivo. El conjunto de las ftres situaciones
representadas en los grdficos 8, 9 y 10 constituyen un claro ejemplo tanto de la
necesidad como de la insuficiencia de la condicién anterior correspondiente al
segundo caso. Los grificos 11 y 12 representan las situaciones descritas en el
primer caso.
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El anterior es un caso en que la expresién de la ecuacién (50°) tiene signo
positivo y, en su entorno, la expresién de la ecuacién (48’) tiene signo negativo.
En el caso mds complejo de equilibrios multiples como el representado en el grifico
9, nos encontramos con que uno de los estados estacionarios presenta la propiedad de
punto de silla mientras que el otro se presenta como localmente inestable. Dada la
expresién (50°) y la presuposicién de un equilibrio donde dicha expresién es
positiva, el otro estado estacionario se caracteriza porque en €l dicha expresién
tiene signo negativo, aunque de menor valor absoluto que el término de la expresion
(49). Este segundo estado estacionario arroja un valor de A menor y un mayor valor
de k. La inestabilidad que lo caracteriza la podemos derivar del hecho de que, en su
entorno, la expresién (48’) tiene signo positivo. Ninguna de las trayectorias que
pasan cerca de este segundo estado estacionario, exceptuando la que se sitiia sobre
el propio punto de equilibrio, satisface la condicién de transversalidad, por lo que

los valores de las variables no estdn acotados.

La tercera posibilidad es la recogida en el grifico 10 con un tunico
equilibrio de punto fijo. En este caso la expresién de la ecuacién (50°) tiene signo
negativo y, en el entorno del estado estacionario, la expresion de la ecuacién (48’)
presenta un signo positivo. A diferencia de lo que ocurria en el caso del grafico 9,
ahora el valor positivo de la expresién (48°) no es indicativo de inestabilidad
absoluta sino que contribuye a asegurar la propiedad de punto de silla. La razén es
que, en el equilibrio, el valor negativo de la expresién (50°) representa un mayor
valor absoluto que el valor negativo de la expresién (49). El punto de silla que
aqui se obtiene se caracteriza también porque las sendas convergentes se orientan en

direccién noroeste-sureste.

En los tres casos analizados, los equilibrios de estado estacionario
relevantes presentan la propiedad del punto de silla con sélo dos trayectorias
6ptimas que se corresponden con las unicas ramas estables o sendas convergentes
hacia el equilibrio, las cuales satisfacen la condicién de transversalidad para unas
condiciones iniciales cualesquiera. En los tres casos la convergencia se establece
en direccién noroeste-sureste, pero la posicién y la pendiente de las trayectorias
convergentes a lo largo del diagrama de fase dependen tanto de los valores de los
pardmetros generales como de la forma particular que adopten las distintas funciones
del problema. En general, si el valor inicial de k es menor que el de equilibrio, a
lo largo de la senda de convergencia dicho valor aumentard mientras que el valor de

A, inicialmente superior al de equilibrio, disminuir4.
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Las implicaciones dindmicas transicionales que de estos movimientos se
derivan para las variables tasa de inversién, tasa de depreciacién y tasa de
utilizacién del capital las podemos deducir de nuestros célculos previos en las
ecuaciones (32) y (32’). En concreto, a medida que k aumenta encontramos que I
disminuye debido al descenso que experimenta la variable A, mientras que & y u
presentan un comportamiento ambiguo. Ante la disminucién de A la tasa de
depreciacién y la tasa de utilizacién del capital tienden a aumentar; sin embargo,
los aumentos de k provocan disminuciones en estas variables de tal modo que el
efecto neto es incierto. Este efecto neto depende, en cada caso, de la importancia
relativa de las variaciones de k y A, las cuales dependen de la forma que adopte la
trayectoria convergente en esta zona del diagrama de fase. Las otras dos variables
relevantes en nuestro modelo son la produccién per capita y el consumo per capita.
La primera se determina de acuerdo con la funcién y=f(k-u) por lo que, a lo largo de
la senda de convergencia, el incremento de k provoca un efecto directo positivo
sobre la produccién tan sélo parcialmente compensado por un efecto indirecto
negativo asociado a la reduccién que experimenta la tasa de utilizacién u. Ello es
debido a que de acuerdo con la ecuacién (34a) tenemos que ay/8k>0. Ademds, la
disminuicién de A a lo largo de dicha senda 6ptima tiene por efecto incrementar la
tasa de utilizacién y, con ella, la produccién. Esto se debe a que de acuerdo con la
ecuacién (34b) observamos que 8y/8A<0. Estos dos resultados conjuntamente nos
permiten anticipar un movimiento ascendente de la produccién per capita a lo largo
de la rama descendente de la trayectoria que converge al equilibrio. Por lo que
respecta al consumo per capita, dada la ecuacién (22°) y los resultados expresados
en las ecuaciones (33a) y (33b), no es posible anticipar de una manera inequivoca y
concluyente qué tipo de evolucién experimentard dicha variable a lo largo de la
senda convergente hacia el equilibrio estacionario. Sin embargo, dada la combinacién
de un efecto positivo asociado a la disminucién de A con el efecto ambiguo que
aparece asociado al incremento de k, es légico esperar que a lo largo de la senda

convergente el consumo per capita aumente.

En el contexto de la discusién precedente, ilustrada con los correspondientes
diagramas de fase, podemos localizar el origen de la ambigiiedad que rodea a algunos
de los resultados obtenidos'® en el signo de uno de los términos que aparece en las

expresiones (49) y (50). Nos referimos al término mj,, o su equivalente my;, que

18 Nos referimos a aquellos resultados concernientes a las pendientes de las lineas
de fase, al nimero de estados estacionarios y sus propiedades de estabilidad
dindmica, asi como los que afectan al tipo de comportamiento dindmico transicional
de las variables de control.
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hemos supuesto negativo. Este es uno de los elementos que expresan los supuestos

adoptados en relacién a la funcién de costes de mantenimiento del capital y cuya

modificacién podria cambiar significativamente la caracterizacién de nuestro sistema
dindmico. Este es, ademds, uno de los supuestos que cuenta con menor soporte
empirico, hasta el momento. Asi pues, en lo QUe sigue volveremos sobre nuestro
sistema dindmico de la mano de dos hipétesis alternativas en relacién a la segunda
derivada cruzada de la funcién de coste medio de mantenimiento del capital m(d,u).
En primer lugar consideraremos el caso en que m,,=m,,=0, y después el caso en que
mlz—m21>0 En cada uno de ellos analizaremos las implicaciones para la determinacién
de las situaciones de equilibrio estacionario asi como su caracterizacion dindmica,
tratando de anticipar la evolucién de las variables relevantes a lo largo de las

trayectorias de equilibrio.

En el caso en que la segunda derivada cruzada de la funcién m(d,u) es cero,
el coeficiente correspondiente a la ecuacién (45°) se anula mientras que el de la

ecuacién (46’) se mantiene definido positivo. Consiguientemente, la linea de fase

Il

correspondiente a todos los puntos donde k = O tiene pendiente nula y se representa

por una linea horizontal. Esto es:

8II(k,\)

(51) 6_7\,— X = - _—ak_“ =
ak | 1=0 aIl(k,\)
A

Ademds, en todos los puntos situados por encima de la linea de fase se

observa k > 0, mientras que en los situados por debajo ocurre que k < 0. Por otra
parte, el coeficiente correspondiente a la ecuacién (47°) mantiene su valor positivo
mientras que el coeficiente correspondiente a la ecuaciéon (48’) aparece
indeterminado dependiendo de las coordenadas del punto donde se localice el andlisis
dentro del diagrama de fase. La indeterminacién del signo del término (+0-i) tiene

implicaciones sobre la pendiente de la linea de fase correspondiente a los puntos

donde A = 0, la cual se nos representa también indeterminada:

al'(k,\)
a\ ak my gy £ 4" >
(52) = = = 0
ak |2=0 8l (k,A) (B+8-i)-| AI
ar
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Los resultados que obtenemos son semejantes a los anteriormente detallados

cuando analizdbamos la ecuacién (50). La representacién de la linea de fase aparece

de nuevo con pendiente variable y la dindmica fuera de los puntos estacionarios
reproduce los movimientos alli apuntados. Sin embargo, si evaluamos esta pendiente
en los puntos de equilibrio estacionario donde B+8"-i*=B-n>0, entonces comprobamos

que tiene signo invariantemente negativo.

iR *2
a\ my;-my, 7 u

(52°) -1 . = < 0
ok |A=0k=0  (B-n)-(m,, my,-m;;- - k)

El conjunto de los resultados anteriores relativos a las lineas de fase bajo
el supuesto alternativo mj,=m,=0 los hemos representado en el gréfico 11. EI
equilibrio tnico que se obtiene en este caso es un equilibrio del tipo punto fijo
con propiedades dindmicas de punto de silla. Las trayectorias convergentes son
semejantes cualitativamente a las consideradas en el caso principal mds arriba
descrito. Si el valor inicial de k se encuentra por debajo del de equilibrio, a lo
largo de la senda de convergencia dicho valor aumentard mientras que el valor de A,

situado inicialmente por arriba del de equilibrio, disminuird.

La dindmica transicional de las variables de control asociada a este supuesto
alternativo sobre la funcién de coste medio de mantenimiento, aparece ahora mds
nitidamente definida que en el caso anterior puesto que nos encontramos con los
siguientes resultados simplificadores: 88/8k=0, 8u/dA=0, 8y/ah=0. A medida que k
aumenta y A disminuye, la tasa de inversién i disminuye, la tasa de depreciacién 8
aumenta, la tasa de utilizacién u disminuye, y tanto la produccién per capita como

el consumo per capita aumentan.

Finalmente, vamos a considerar el caso en que m;,=m,;>0. En este caso el
coeficiente correspondiente a la ecuacién (45°) resulta ser negativo y, junto con el

valor invariantemente positivo del coeficiente de la ecuacién (46’), determina una

pendiente positiva para la linea de fase correspondiente a los puntos donde k = O.

Esto es:

6}1 q)”'mlz'f”'u
(53) _ . = - >
8k |j=0 ¢ -f k-0 Myy-my g Myytmy My +my -7k
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Ademds, dados los signos de las ecuaciones (45°) y (46’), ocurre que en todos

los puntos situados por encima y a la izquierda de la linea de fase k > 0, mientras

que por debajo y a la derecha se observa el movimiento contrario k < 0. Por otra
parte, en este ultimo caso seguimos teniendo el coeficiente correspondiente a la
ecuacién (47’) definido positivo junto con el coeficiente correspondiente a la
ecuacién (48’) que aparece todavia indeterminado dependiendo del signo del término

(B+6-i). Esta indeterminacién se perpetia en la pendiente de la linea de fase

correspondiente a los puntos donde 7\, = 0. Los resultados relativos a la pendiente de
la linea de fase y a la dindmica de la variable A fuera de los puntos
correspondientes a dicha linea de fase son geométricamente semejantes, aunque por
motivos diferentes en cada caso, a los anteriormente detallados cuando analizdbamos
tanto la ecuacién (50) como la (52). Ahora bien, si evaluamos esta pendiente en los
puntos de equilibrio estacionario donde P+6%-i*=B-m>0, se registra una pendiente

inequivocamente negativa, tal y como se aprecia en las dos ecuaciones siguientes:

8I'(k,\)
5y 2

a\ ak (my - my, - My, my) -7 u S
(54) — . = - = = > 0

ak 7\,—;0 Br(k, ) (B+8"l)' lAI _ f”‘u'mu'k

a\

ah (my; - my, - m12'm21)'f”'u*2
(54°) — . . = <0

8k | 2=0,k=0 (B-n) - (my; - myy-my, - My -my - 77+ k%) - £ u* - my, - k*

Estos resultados correspondientes al tercer, y dultimo, caso en el cual
m,,=m,,>0, se pueden observar en el grdfico 12. De nuevo se obtiene un equilibrio
tinico del tipo punto fijo con propiedades dindmicas de punto de silla en el cual las
trayectorias convergentes vuelven a ser semejantes cualitativamente a las
consideradas en los dos casos anteriores. De nuevo nos encontramos que si el valor
inicial de k se encuentra por debajo del de equilibrio, a lo largo de la senda de
convergencia dicho valor aumentard mientras que el valor de A, situado inicialmente
por arriba del de equilibrio, disminuird. En relacién al comportamiento dindmico
transicional de las variables de control correspondiente a este tercer supuesto
sobre la funcién de coste medio de mantenimiento, nos encontramos con que el patron
seguido es, cualitativamente, el mismo que el obtenido bajo el supuesto extremo
previamente analizado. A medida que k aumenta y A disminuye, la tasa de inversion i

disminuye, la tasa de depreciacién & aumenta y la tasa de utilizacién u disminuye.
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Gridfico 11.

El diagrama de fase cuando m;,=m,,=0.
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Gréfico 12.
El diagrama de fase cuando m;,=m,,>0.
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Estas conclusiones se obtienen después de comprobar que los resultados: 85/8k>0 y
au/aA>0, contribuyen a potenciar los efectos sobre & y u obtenidos en el caso
anterior cuando m,, se anulaba. No obstante, por lo que respecta a la variable
produccién per capita las cosas no aparecen tan nitidas como antes. Ahora, el nuevo
resultado 8y/8A>0 provoca un movimiento compensatorio sobre la produccion, dejando
el efecto neto indeterminado. Finalmente, el consumo per capita aumenta a lo largo

de la senda de convergencia de una manera inequivoca.

6. Conclusiones

En este trabajo hemos planteado un modelo de crecimiento 6ptimo con costes de
ajuste asociados a la inversién bruta y costes de mantenimiento del capital. Estos
costes de mantenimiento se hacen patentes cuando se intenta actuar sobre los bienes
de capital deteriorados para evitar su depreciacién. Se puede, por tanto,
interpretar como una generalizacién del modelo de Abel-Blanchard, el cual ya fue
propuesto como una ampliacion del modelo bdsico de crecimiento 6ptimo a la

Ramsey-Cass-Koopmans.

En nuestro modelo la solucién correspondiente a la economia centralizada se
caracteriza porque en el equilibrio de estado estacionario todas las variables,
tanto la de estado como las de control, se determinan simultdneamente. No existe

posibilidad de ir resolviendo recursivamente el sistema de ecuaciones constitutivas

del equilibrio econémico a partir de una tasa de depreciacién exdgena y constante 5.
Uno de los resultados mds interesantes de este trabajo es que incluso en equilibrio
a largo plazo la economia no utiliza plenamente el capital instalado. Existe, por
tanto, una infrautilizacién 6ptima y eficiente del capital. Por otra parte, en el

estado estacionario la tasa de depreciacién 6ptima &* difiere de la tradicional tasa

de depreciacién exdgena 3, por lo que la tasa de inversién ha de elegirse respetando
la restriccién i*=8*+n. En este modelo, ademds, se definen las tradicionales golden
rule y modified golden rule de manera diferente a como se hace en los modelos
establecidos, atin cuando la 16gica aplicada para obtenerlas sea la misma, y las
denominamos delta golden rule y delta modified golden rule, respectivamente, para
diferenciarlas de las que se obtienen en esos modelos menos complejos. No obstante,
los resultados obtenidos nos permiten caracterizar la situacién de estado

estacionario como una situacién dinamicamente eficiente.
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El equilibrio en este modelo es un punto de silla, por lo que el sistema

presenta inestabilidad del tipo senda de silla, convergiendo hacia el equilibrio a

lo largo de las dos tnicas trayectorias Optimas que satisfacen la condicién de
transversalidad: una desde el noroeste con un aumento continuado de k acompafiado de
la disminucién de A, y otra desde el sureste con variaciones de k y A en sentido
contrario. En el corto plazo, a lo largo de la senda de convergencia relevante para
un k inicial inferior al de equilibrio, el comportamiento dindmico transicional de
las variables tasa de inversién, tasa de depreciacién y tasa de utilizacién del
capital es ficil de deducir. A medida que k aumenta enconiramos que la tasa de
inversién i disminuye debido al descenso que experimenta la variable A. Por su
parte, la tasa de depreciacion & aumenta y la tasa de utilizacién del capital u
disminuye. Estos resultados ocurren cuando consideramos que my, es nula o positiva;
en cambio, bajo el supuesto de my, negativa la tasa de depreciacion y la tasa de
utilizacién presentan un comportamiento ambiguo. Ante la disminucién de A la tasa de
depreciacién y la tasa de utilizacién del capital tienden a aumentat; sin embargo,
los aumentos de k provocan disminuciones en estas variables de tal modo que el
efecto neto es incierto. Este efecto neto depende, en cada caso, de la importancia
relativa de las variaciones de k y A, las cuales dependen de la forma que adopte la
trayectoria convergente en esta zona del diagrama de fase. Por lo que respecta a la
produccién y el consumo per capita, en general, ambas aumentan a lo largo de la
trayectoria convergente. Sin embargo, esta evolucion se manifiesta de manera
inequivoca s6lo en el caso en que se supone m;,=0, mieniras que la evolucién del
consumo es incierta bajo el supuesto m;,<0, y la de la produccién lo es cuando

m,,>0.
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