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VALORACION DE TITULOS CON RIESGO:
HACIA UN ENFOQUE ALTERNATIVO

Ramén J. Sirvent & Josefa Tomis

RESUMEN

El objeto de este trabajo es presentar un nuevo enfoque en el
analisis del problema de valoracién de activos con riesgo y seleccién de
cartera que se aparta del tratamiento tradicional de la Utilidad Esperada
de Von Neumann & Morgenstern. Para ello, se ha utilizado la Teoria del
Arrepentimiento como caso particular de la SSB con estados, lo que ha

permitido obtener algunos nuevos resultados sobre la diversificacién.

ABSTRACT

The purpose of this paper is to introduce a new way of analyzing the
portfolio problem by using a different approach of the Von Neumann &
Morgenstern utility theory. In so doing, we consider the Regret Theory as
a suitable alternative. Some new results on diversification are then

obtained.







1. INTRODUCCION

La Teoria de la Decisién puede concebirse, genéricamente, como
aquella teoria que estudia y analiza la toma de decisiones. En este
sentido, se distinguen dos facetas: descriptiva y normativa. Los modelos
descriptivos intentan explicar cémo los agentes toman de hecho Ilas
decisiones, mientras que los modelos normativos se interesan por la
optimalidad, y su funcién principal consiste en prescribir qué decisién se

deberfa tomar, dados los objetivos del agente y la informacién disponible.

A pesar de su diferente naturaleza, los enfoques normativo ¥y
descriptivo se entremezclan a la hora de analizar problemas reales. Asi, en
cualquier teoria descriptiva adecuada, existe una componente normativa que
refleja el deseo de los individuos de actuar lo mejor posible. Por otra
parte, si bien en muchos problemas de decisién la optimalidad estd bien
definida tedéricamente, no es facil proponer reglas claras que permitan
calcular con sencillez la accién O6ptima. En estos casos, el andlisis
descriptivo de los objetivos aparece como un requisito previc a la

aplicacién (y clarificacién) del analisis normativo.

El problema genérico de la valoracién de activos arriesgados es un
tema clasico de la literatura de decisién en condiciones de riesgo, para la
cual la Teoria Clasica de la Utilidad Esperada, presentada por Von Neumann
y Morgenstern (1944), continta siendo el paradigma. No obstante, las
respuestas de la teoria tradicional a este problema resultan parciales y,

en ocasiones, poco satisfactorias. En efecto, la teoria clasica asocia la




diversificacién entre activos indiferentes a la aversién al riesgo (o
concavidad de la funcién de wutilidad) del agente. No hay ninguna
explicacién entonces al hecho de que agentes neutros, como Bancos,
Compafiias de Seguros, etc., diversifiquen sus inversiones. Por otro lado,
las respuestas positivas al problema de la computacién de la cartera 6ptima
quedan reducidas a aquellos casos particulares en que la valoracién de las
carteras o activos toma sélo en consideracién dos pardmetros: la media y la

varianza.

Recientemente, Shefrin & Statman (1990), analizan el problema de la
existencia de los brokers en los mercados bursitiles como un mecanismo de
delegacién en el que la variable que explica dicha delegacién no es la
aversién al riesgo, sino wuna componente psicolégica que modifica las
preferencias del agente y a la que, en la terminologia de Loomes & Sugden
(1982), denominan regret o arrepentimiento. La idea central en la Teoria
del Arrepentimiento consiste en que los agentes, al elegir una determinada
opcidén, tienen en cuenta que estdn de hecho rechazando opciones
alternativas. El arrepentimiento/regocijo es, entonces, una modificacién de
la utilidad que el agente deriva de lo que ha elegido, provocada por el
sentimiento de aquello a lo que ha renunciado. Determinadas
especificaciones sobre las preferencias pueden llegar a dar formas
funcionales especificas al sentimiento de regret, construyéndose teorias
operativas alternativas a la tradicional que explican determinados
fenémenos no previstos por la teoria cldsica. En un trabajo reciente

[Sirvent & Toméas (1992)], aplicdbamos una versién de la Teoria del




Arrepentimiento al problema de la toma de seguros, explicando, mediante el

regret, la existencia de reaseguros para agentes neutros al riesgo.

La Teoria del Arrepentimiento, de caracter esencialmente descriptivo,
es sustentada normativamente por Fishburn (1984b,c), construyendo un
sistema de axiomas para la decisiéon en un espacio ampliado donde loterias,
acciones y sucesos basicos son elementos particulares de los entes que él
denomina acciones-loterias. La construccién de este conjuntc ampliado
permite unificar las diferentes decisiones con que se enfrenta un agente no
tradicional al elegir entre activos arriesgados. Por otra parte, la
operatividad de la regla de eleccibn permite dar algunas respuestas

diferentes de las cldsicas al problema de decisién en este contexto.

En este trabajo, abordamos el problema de la decisién entre activos
arriesgados utilizando la teoria de Fishburn (1984b,c) como vehiculo
normativo de formalizacién de la Regret Theory de Loomes & Sugden
(1982,1987). La Seccién 2 presenta de manera resumida los axiomas ¥y
principales resultados de la Teoria de Fishburn. En la Seccién 3 abordamos
el problema de decisién de un agente cuyas preferencias satisfacen las
condiciones previamente estudiadas en el caso de elecciéon entre activos
arriesgados. Algunas conclusiones novedosas se derivan del empleo de esta
nueva forma de andlisis: la diversificacién entre activos indiferentes
puede explicarse mediante una causa diferente de la aversién al riesgo; es
posible "recomendar", en casos de preferencias ciclicas, una cartera que,
si bien no tiene garantizada su optimalidad, posee propiedades interesantes

y es de cémputo sencillo. Este tipo de conclusiones sugieren que el




problema de decisibn entre activos financieros puede enriquecerse
conceptual y analiticamente mediante el empleo de alguna de estas teorias
alternativas. La Secci6én 4, con comentarios finales, concluye el trabajo.
Finalmente, en un Apéndice, se proporciona un ejemplo de cémputo de la

cartera recomendada, a modo de ilustracién.

2.- ACCIONES-L.OTERIAS.

Consideremos un agente que se enfrenta a un problema de decisién en
condiciones de riesgo. Bésicamente, hay dos tipos de formalizaciones
tradicionales para enmarcar este problema. El primero considera un conjunto

X de resultados posibles, y toma como elementos del conjunto de eleccién al

conjunto P de loterias sobre X, siendo P = {p:X —[0,11/ p tiene soporte
finito y ) p(x) = 1}. La segunda formalizacién parte de un conjunto finito
y exhaustivo de estados del mundo S = {sl, Sy v - sn} de forma que el

agente asigna a cada uno de estos estados una determinada probabilidad. Los
elementos del conjunto de eleccién son, entonces, acciones. Una accién es
una funcién A:S ——X, que asocia a cada estado del mundo un resultado. Nos
proponemos ahora construir un espacio mayor en el cual acciones, loterias y

resultados se obtengan como casos particulares.

Una accién-loteria se define de modo que a cada estado del mundo se

hace corresponder un elemento de P f) : S —— P.

Si una accién asocia un resultado cierto a cada estado del mundo y
una loteria una probabilidad a cada resultado posible, una accién-loteria

asigna a cada estado del mundo una distribucién de probabilidad de soporte




finito sobre el conjunto X = { X, o X, X ,..+ de resultados posibles
m

como se detalla en el siguiente diagrama:

S L. S iieeee. S
1 j n
p p1 pj pn
| | |
i) i) i)
X1 p11 plj pln
Xm pml pm,j pmn
Lp,st Ep=l Lp -l

El conjunto de acciones-loterias sera entonces:

n

P={5=(p1,p2,...pn)/p,epvi}
J

de manera que pJ_ es la distribucién de probabilidad de los resultados que

se asigna al estado s.
J

. n . . .
En el conjunto P se definen las combinaciones convexas de

acciones-loterias de forma natural:

Ap + (1-2)q = (Ap1+ (l—A)ql, R Apn+ (l—A)qn)

n . o

Con ello, P es un mixture set. Supongamos que el agente tiene

- . n cpr oz NP
definidas  sus preferencias sobre P, verificandose las  hipétesis

siguientes:




C (Continuidad): ; > a , a >r =3« e (0,1)/ a ¥ oo 5 + (1-a) T.

D (Dominancia-Convexidad):

\4

p>q, pe=r=p>aq+(l-d r, Vae (01
q>p,rzp=>aq+l-a)r>p, Vaec (0l

o a + (I~¢) v, V o € (0,1)

)
R
2
o
R
o
!
i)
R

S (Simetria): P>q q>r, p>r,qx(1/2) p+ (1/2) 1 =

ap+(l-a)r~(1/2) p+(1/2) g<=> ar + (-a) p~(1/2) ¢ + (1/2) q

En este caso [véase Fishburn (1982)], existe una funcional bilineal

hemisimétrica &: P"x P" -> R, unica salvo multiplicacién por un escalar
positivo, tal que @(E,a) z 0 <= E = a La valoracién relativa de
acciones-loterias se resume entonces en el analisis de los valores que toma
la funcional ®. En particular, la funcional & permite comparar acciones, ya

que éstas son casos particulares de acciones-loterias, para las cuales cada

una de las distribuciones Pys---»P SON degeneradas (vectores candnicos).

Nétese que, por extensién, podemos considerar ¢ definida sobre PxP,
definiendo ¢(p,q) = &l(p,p,...,p),{(q,q,...,q)], como el valor que toma &
sobre las acciones loterias constantes que asocian la loteria p
(respectivamente la loteria q), a todos los estados del mundo. De forma
andloga, podemos suponer que ¢ estd también definida sobre XxX,
identificando cada resultado x € X, con la loteria pX:X -> R definida de

forma que pX(X) = 1, px(y) =0, Vy # x. As{, al disponer de una funcional
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que valora acciones-loterias, tenemos recogida en ella en particular las

valoraciones de acciones, loterias y resultados.

La  introduccién de  supuestos adicionales permite  diferentes
especificaciones de la forma anterior. Un conjunto de axiomas particular
que presentaremos a continuacién [véase Fishburn (1984c)], proporciona una

regla de valoracidon operativa.

Dados p, q € P, denotaremos [p, gq] al elemento de p" que asocia la

1
loteria q a todos los estados, excepto al estado s;» que le asocia la
loteria p. Por otro lado, designaremos por }_)n a la accién-loteria que

asocia la loteria p a todos los estados.

El concepto siguiente se refiere, intuitivamente, a la "probabilidad"

que el agente asigna a ciertos estados del mundo:

Definicién. Un estado s, se dird nulo si [p, r] ~Iq, rl V p, q, r € P.
1 1

La idea de estado nulo puede vincularse al concepto de que el agente
piensa que este estado no tiene probabilidad de ocurrir, por lo que si dos
acciones-loterfas son idénticas, salvo en la loteria que asignan al estado
Si’ el agente resulta indiferente entre ambas. Se considera entonces el

siguiente conjunto de axiomas:

F1.- Al menos hay un estado no nulo.
F2.- Si s, ¥ s son estados no nulos, [p,r‘]i > [q, rl => Ip, 1r‘]j > [q, r]j
1 . .

1




F3.- Si f, g h, es una permutacién cualquiera de Ip, r‘]i, [q, r‘]j, r,

entonces:

1 1 1 1
f~?\g+(1—A)h——>5f+5h~§[Ag+(1—7\)h]+2h

El axioma F2, expresa que la relacién de preferencias en P, dentro de
cada estado (fijada una misma distribucién en el resto de los estados), es
la misma para cada estado no nulo. Es una forma de decir que los estados no

tienen utilidad por si mismos, sélo tienen posibilidad de ocurrir.

El axioma F3 es una versién restringida del axioma de Herstein y
Milnor, que no lo implica, como tampoco implica la transitividad para las

acciones-loterias constantes.
Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 1 (Fishburn 1984c).- Si en (P", > ) tenemos definida una relacién
de preferencias, las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) se verifican los axiomas C, D, S, Fl, F2 y F3
(ii) existen una funcional bilineal y hemisimétrica ¢ : P’x P"-> R,
y nameros nz O unicos (an=1 » M= 0 <=> s, es nulo) de

J

manera que:

n
VpgqeP" dp,q =Y m ¢ ,q))
j=1 ‘

En el caso en que se den todas las hipétesis especificadas en los

axiomas C, D, S, Fl, F2 y F3, la valoracién de las acciones-loterias

12




resulta, pues, particularmente operativa. Notese que ¢ valora prospects en
cada estado del mundo como en la SSB original (Fishburn 1982); cuando pj y
qj son degeneradas se tiene la regla de valoracién como en la Regret Theory

—_ n
(Loomes & Sugden 1982) &(p,q) =} njxp(xp,xq ), siendo xp, x , los
. ;9

. q,
j=1 J J J

resultados ciertos asociados a las distribuciones degeneradas pJ., qj,

respectivamente.

- n

En el marco de la teoria que estamos comentando, un elemento p de P

es maximal para la relacién de preferencias cuando se cumple que &(p,q) =z O
para todo a en P". El resultado siguiente garantiza la existencia de

elementos maximales cuando nos movemos en la envoltura convexa de un

conjunto finito de elementos en P

Teorema (Fishburn, 1984a).- Sea el conjunto P” en el que tenemos definida
una relacién de preferencias que satisface los supuestos C,D,S.
Entonces, para todo subconjunto finito Q ¢ Pn, existe un elemento 1_3*6
en H(Q) tal que }_)alt = a, para todo c_l € ¥(Q), siendo H(Q) la envoltura

convexa de Q.

La prueba del teorema anterior proporciona, a su vez, un método para
la obtencién de p* como solucién de un juego simétrico cuya matriz de pagos

es la matriz hemisimétrica de valoracién de los pares de elementos de Q.

13




3.- UNA APLICACION A LA ELECCION ENTRE ACTIVOS ARRIESGADOS

Comenzamos esta seccién identificando, en el problema de la seleccién
entre activos arriesgados, los diferentes tipos de entes que vamos a
considerar, para posteriormente, proceder a su valoracién en los términos

de la teoria presentada en la seccién anterior.

3.1.-Titulos, titulos elementales, carteras y mixturas.

Definiremos un titulo como un activo financiero que da derecho a la
participacién en los beneficios de una Compafiia (que cotiza en Bolsa), de
manera que al final de un determinado periodo de tiempo proporcionara, por
unidad monetaria invertida, un rendimiento que dependera de que se

produzcan ciertos eventos que se entienden fuera del control del inversor.

Definicién 1.- El rendimiento se define como:

valor del titulo al final del periodo -
valor al inicio + dividendos

valor inicial

con lo que r serd un ndmero real.

La posibilidad de activos sin riesgo o con rendimiento fijo
(independiente de los estados del mundo) como el ahorro en el Banco o los

Bonos del Estado estd incluida en el concepto general del titulo.

Supuesto 1.- Partiremos del supuesto de que el inversor es capaz de

construir un sistema finito y exhaustivo (que puede ser simple o muy

14




detallado) de estados del mundo excluyentes entre si: S={sl, S, ..., S}

uno sélo de los cuales prevalecera al! fin del periodo considerado.

El rendimiento de un titulo para cada estado del mundo posible es una
variable aleatoria. Se supondrd que la distribucion de probabilidad de

dicha variable aleatoria es conocida o estimada por el agente decisor.

Si se considera que para cada titulo T L hay un conjunto finito Xi de
1
resultados posibles, entonces cada T, viene representado por un n-vector de
1

loterias, o dicho de otro modo, por una accion-loteria.

T = (o, p., ...p}) e P", donde P = {p:X —> [0, 1]}
i 1 2 n i

Asi, el titulo T queda representado por una matriz cuyas columnas son
1

loterias sobre el conjunto de resultados en cada estado del mundo.

Dado un conjunto finito de titulos: Tl, T2 ""’TZ cuyos respectivos
conjuntos de resultados sean Xl""’XZ’ considerando como soporte comun

X = X v X v ... u X

. ) p ©S posible representar cada T1 (i=1,2,...,4)

definiendo los pi_ sobre X.
J

Si  se sustituyen las distribuciones de probabilidad sobre los
rendimientos de un titulo Ti en cada estado del mundo por distribuciones
degeneradas (vectores canénicos) que asocian un resultado cierto xij a cada
estado del mundo sj (valor central estimado como cierto), se obtiene una

familia particular de titulos que llamaremos elementales.

15




Definicién 2.- LLamaremos titulo elemental a todo n-vector de loterias
degeneradas, que asocia por tanto un resultado cierto a cada estado

del mundo.
LLamaremos P"c P" al con junto de titulos elementales.
(o]

Un titulo elemental se puede entonces representar por una accién,
representacion habitual en el tratamiento “clasico" del problema de
valoracién de titulos y seleccién de cartera.(Ver por ejemplo Ford (1983) o

Sharpe (1970)).

Definicién 3.- Consideremos un titulo elemental T.. Definimos una
1
participacién-A PA(T') en T como un nuevo vector de resultados
1 1
estado-contingentes que proporciona en cada estado del mundo s,

J

(j=1,2...n) los rendimientos Ax_, siendo x los rendimientos de Ti.
ij ij

Segin la definicién, PA(T') corresponde a la inversién de A unidades
1
monetarias en el titulo T. Si excluimos la posibilidad de venta de titulos
1

exigiremos A = O y asi lo haremos en lo sucesivo.

Definicién 4.- Dados £ titulos elementales Tl, Tz"" TE definimos la suma
de participaciones S = PA1(T1) + PAZ(TZ) + ..+ PM{(TE) como la
g

accién que proporciona el resultado YA X _ en cada s.
1 1) J
i=1

Definicién 5.- Dados £ titulos elementales Tl, Tz’ cees Tg consideremos las

participaciones PM(T1)’ PAZ(TZ)’ ceny P?\E(TB)' Llamaremos cartera-A

16




CA), A2 = (A, .., A),
1 2

participacién simultinea en ellos (suma) que esté normalizada, esto

de los titulos T1’ cey TE a toda

es:
C(A) = PM(Tl) + PAZ(TZ) + ...+ PAE(TK)

2
con 1} 7Li =1 y A

i=1

v
(@)

Queda pues definida una cartera mediante inversién de una unidad
monetaria  distribuida en participaciones en los diferentes titulos

elementales.

s s s
1 2 n
4 T 4
1 2 n
T X X X
1 11 12 in
T X X X
2 21 22 2n
T, X5 X4z Xn
P, (T)| Ax A X oA X
Al 1 111 1712 1" 1n
P, (T)] ax A X Lo ALX
A2 T2 2721 2722 2" 2n
PAZ(TZ) Alxll Aexzz Aexgn
_ g b g
cla) L Aixu L AiXiZ - L Alxin
i=1 i=1 i=1

Dados dos titulos elementales Tl, Tz’ una combinacién convexa de ellos

T = A T1 + (1—?\)T2 A € [0,1], es un nuevo titulo no elemental T = (pl, P,

17




...,pn), con p, = Apl_ + (I—A)p? , para j =1, 2, ..., n. Tiene pues sentido
J 3 J

hablar de la envoltura convexa de los titulos elementales. Dicha envoltura

convexa estara integrada por las posibles ponderaciones probabilisticas de

los titulos, por lo que damos la siguiente definicién:

Definicién 6.- Dados los titulos elementales Tl, Tz’ ceey TE’ llamamos
mixtura T de ellos a todo elemento de la envoltura convexa

}\‘.’(TI,TZ, . "Tll’ ).

Es claro que las mixturas de titulos elementales (acciones) no son
titulos elementales, sino acciones-loterias. Por otro lado una mixtura no
es tampoco una cartera (una cartera es también una accién). No obstante,
dada una mixtura de titulos elementales, podemos asociarle una cartera de

la siguiente forma:

Definiciéon 7.- Sean T1’ Tz’ cees TB titulos elementales. A partir de la
mixtura
£ l
T=S AT, 0=2as1, A =1; Te P Vi
i=1 it i . i=1 i i

2
definiremos la cartera C(X) deducida de T como: C(}) =i§1 PM(Ti)

Siendo la mixtura T una ponderacién probabilistica de los titulos

elementales T, la cartera asociada ha sido definida como una participacién
1

18




simultdnea de A, unidades monetarias en cada Ti. La idea base en la
1
asociacién mencionada consiste en tomar ponderaciones monetarias a partir

de las ponderaciones probabilisticas de la mixtura.

Se tiene entonces la siguiente propiedad:

Proposiciéon 1.- Sea T € }e(Tl""’Tﬂ) una mixtura y construyamos la cartera
asociada C. Entonces, para cualquier distribucién de probabilidad que

el agente asigne a los estados del mundo, 7 ...,nn, con "j z 0 para

1’
todo j = 1,...,n, }. "j =1,
(i) T y C poseen la misma media.

(ii) La varianza de C es estrictamente menor que la varianza de T.

Prueba:

(i) Inmediato, ya que asociada a la mixtura

se tiene la cartera

C(Al, Ay oo 7\2) = Pm(Tl) + PAZ(T2)+ e PM(TZ)
de modo que E_ = E .
T c

(ii) Puesto que los respectivos momentos de segundo orden son:

2 2
=E" +¢ (cartera)
C C

2 2 .
= ET + o {(mixtura)

2 2 . . 2 2
donde ¢ ¥y o son las varianzas respectivas, para probar que o < o
(o] [o3

. 2 2 . ,
bastarda probar que m~ < m_. Comencemos considerando dos  titulos:
Lo}

19




1 2 J n

T T 4 n

1 2 J n

T X, X, X, X
1

T yl yz yj yn
2

C(A) Ax1+( 1-7\)y1 Ax2+( 1—7\)y2...7xxj+(1--7t)yj...7txn+(1—7\)yn

T = AT, + (1-A)T
1 2

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
m_ = 7t1t1x1 + (1 A)nly1 + Anzxz + (1 7\)112)72 + .. +7mnxn + (1 A)nnyn
2 2 2 2 2 2

= A[nlx1 X+ nnxn] + (1—)\)[1t1y1 oMy, ot o ¥ nnyn]
= am® + (1-A)m? (D

1 2
donde mf es el momento de segundo orden de Tl

mz es el momento de segundo orden de Tz'

Para la cartera C(A) tendremos:

2 _ _ 2 _ 2 _ 2 _
m = 1ri[7\X1 + (1 A)yll + nzlhxz + (1 A)yZ] + ... +nn[7txn + (1 A)yn]

) 2 2 V21 2 2 2 _
= A [nlx1 FRX bt nnxn] + (1-2) [1tly1 TRy ot nnyn] + o
= Am? + 1-0°m? + « (I1)

donde « = 27\(1—7\)[1t1x1y1 FRXY b+ nnxnyn]

de (I) y (II)

X
lly

mf - mi = A% - A)mf + [(I—A)Z - (I-A)]mz + 2AU-Mlwx y,

2 2
nnxnyn] = A(A 1)[rn1 +m - 2(1t1x1y1 FRXY, o XY

20
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como A{A-1) < 0, 0 < A < 1 se tendra que m’ - mi < 0 cuando rnf + mz >
C

2lrxy + mMXy + .. + mxy), pero ello siempre se verifica puesto
1171 2 272 n n'n
que:
2 2 2 2 2 2 2 2
m +m ="AX +AX +...+0X +0y +0y +..+0y =
1 2 11 2 2 nn 1”1 272 n" n
2 2 2 2 2 2 2 2
= n(x  + + m(x” + + ...+ X"+ = m[x - + mlx -y " +
171 yl) 2(2 yz) n(n yn) 1[1y1] 2%,
2
L [x - + 2T Xy + 2 X + ...+2TWXYy.
n n yn] 1 lyl 2 2y2 n nyn
asi:
m2+m2—2(1tx + WX + +MXYy )=
1 2 1 1y1 2 zyz n"nin
2 2
=n(x - + 1w (x - + ...+
1(1 y1) 2(1 yz)

T (x —y)2>0
n n n

por lo que m® + m? > 2lnxy + ...+ mMXy), y por tanto
1 1 1 171 n n'n
o < 0‘2
T
En general sean ahora Tl ’Tz‘ .o Tﬂ para los que tendremos la mezcla T
g L

=Y AiTi y la cartera asociada C(A) = Y PA'(T')
1 1

i=1 i=1

£-1 -1
Consideremos U = Y u.T, C(u) = ¥ P (T)
. 1 B i
i=1 i=1 "i
2-1 L
entonces: T = a« U + (1-a)T, = a § p. T+ (1-)T, = Y A, T con A = au,
2 i=1 11 L i=1 i i i

i=1,2,..0L1); Ay = (1-a)
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Para la cartera C(«) tendremos:

. 2 2
_ <g”.
Cla) Poc(U) + P1—oc(T£) ¥y, por el resultado anterior, GC(O(.) O‘T

Pero C(a) = P (Cp)) + P (Tp=

£-1 2-1
POC .}j PMGTi) + Pl_a(Te)=i§

2
(T)+ P, (T,) = Y P, (T) = C().
i=1 i }li i 1-o0 8 i=1 A i

Poc
1

2 2
< .
De modo que LI O‘T-

3.2.- Valoracién de titulos y carteras.

Nos planteamos ahora el problema de 1la valoracién de titulos
cualesquiera (no necesariamente elementales) por un agente decisor

particular. Recordaremos brevemente algunos resultados cldsicos.

En el caso de un agente VNM, cuya utilidad basica viene dada por la
funcién w:R -> [R+, éste valorard cada uno de los titulos Ti mediante la

n
regla de la utilidad esperada, esto es, define una funcién v(TL.) =)y m

=1

u(xij), i = 1,...,8, siendo (nl,...,nn) las probabilidades asignadas a los

estados del mundo. Este tipo de agente valorara las carteras de la

siguiente manera: Una cartera C(A) es una loteria cuyos resultados, en cada
L

estado del mundo sJ. vienen dados por Y Akxk‘j’ j=l,...,n. En este sentido,
k=1

la valoracién de un agente VNM de la cartera C()) es, simplemente,

v[C(A)] =

n 2
J:

. ul ¥ A x .l
19 k= KK
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Un resultado clasico es entonces que, si los titulos Tl""’Tl’, son
indiferentes para el agente, y éste es averso al riesgo (u(.) estrictamente
céncava), la cartera C(A) es preferida a cualquiera de los titulos que la
componen. Asi, la aversién al riesgo aparece como una justificacién de la
diversificacién entre titulos indiferentes. Por otra parte, si la funcién u
es conocida, la cartera Optima se encuentra resolviendo el siguiente
problema de optimizacién:

Max vIC(A)]

2
s.a. YA =1
k=1 X

Una de las dificultades a 1la hora de resolver el problema de
optimizacién anterior es la falta de algoritmos, salvo en el caso en que la
funcién u tenga propiedades muy particulares. La literatura clasica sobre
seleccién de cartera ha destinado una buena parte de sus esfuerzos al
andlisis de este problema en casos particulares que resulten operativos. El
modelo mas conocido es el denominado "media-varianza", presentado
inicialmente por Tobin (1958), y que supone que la valoracién de una

cartera es unicamente funcidén de la media y la varianza de dicha cartera.

Ello supone que v[C(A)] puede expresarse como una funcién FIE ,0‘2 1,
n 7 I CAy c)

_ 2 _ X
donde EC(A) = jglnj [kglhkxkj], y O‘C(M—igugl Ai)\j T siendo % la

covarianza de los titulos Ti’ Tj'

Para conseguir expresar la valoracién de carteras mediante una funcién
F que dependa sélo de la media y de la varianza de las mismas, hay que

s

suponer bien que la utilidad béasica es cuadratica, o alternativamente, que
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las distribuciones de probabilidad sobre los rendimientos de los titulos
son distribuciones normales. Ambos supuestos han sido ampliamente
criticados [véase Arrow (1965) (1971), Borch (1969), Feldstein (1969),
Tobin 1969]. La valoracién de carteras y titulos mediante la regla de la
utilidad esperada supone el admitir unas propiedades especificas acerca de

las preferencias del agente sobre el espacio de las loterias.

3.2.1.- Valoracién de titulos y SSB. Un primer resultado de
diversificacién.

Vamos ahora a suponer que los agentes tienen definidas sus
preferencias 2 sobre el con junto de mixturas H(Tl, T2, ey TIZ) de modo que
se verifiquen los axiomas C, D, S, Fl, F2, y F3 (Fishburn (1984bc). En tal

caso, sabemos que existen una funcional bilineal hemisimétrica

¢: H(Tl, Tz’ cees TE)XR(TI’ Tz’ v TZ) -> R

y nlUmeros (=@ .,nn) no negativos, cuya suma es 1, y que podemos

e

identificar con las probabilidades que el agente asigna a los estados del

mundo, de tal forma que V T,U e H(Tl, Tz’ ey TZ)

o(T, U) =j§1nj ¢(pj,qj)

siendo T = ( P, pz,...pn), U = ( q qz,...qn). En tal caso,

n
T>U<=> &T, U) =Y} m ¢(pj, qj) z 0
j=1
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La bilinealidad de & permite calcular &(T,U) en funcién de la
valoracién de las parejas de rendimientos de los titulos Tl""TE: Llamemos

(Y] a una matriz Ixf tal que l/lik= @(Ti,Tk), i,k = 1,...,L. Entonces,

I
®(T,U) =)y ¥ Aiuk wik = (7\1,...,?\e)[llll(ul,...,ue)’
i=1 k=1

siendo T = AlTl +...+7\£T£ y U= “1T1 +...+ “BTB .

Por otro lado, para las parejas de titulos elementales, se tiene que

n
Ti > Tk - <I>(Ti, Tk) = ;§1n3 ¢(Xij, ij) =0
donde X, es el resultado asociado a la accién (titulo) Ti en el estado del
mundo s, Asi, las probabilidades asociadas a los estados del mundo,
permiten ponderar las valoraciones relativas de resultados para titulos
alternativos, mientras que las "probabilidades" asociadas a los diferentes
titulos elementales, cuando nos movemos en la envoltura convexa
H(T ""’TP,)’ permiten ponderar las valoraciones relativas de parejas de

1

titulos elementales para valorar mixturas.

Consideremos entonces el problema de decisién con que se enfrenta un
agente, ante el <cual se presentan un conjunto finito de opciones
arriesgadas, dadas por los titulos elementales Tl""’Tll' Supongamos que se
da el caso de que dichos titulos resultan ser, para el agente, indiferentes

dos a dos, esto es @(Ti,Tk) = 0 para todo i,k =l,...,£. Consideremos una

cartera C(X), construida a partir de dichos titulos,
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Entonces: C(A) 2 T & Y m '/’I: YAax, ij] > 0. Ademas, dadas dos
s J r rj
j r=1

j= 1 =
carteras,

n L

CQ) = Cw) <=> ¥ ¥ [T ax,
k=1 i

Lmxy 1 =0
=1 i

1

Il ™ ¢

1

En estas circunstancias, si se conoce la funcional ¥ que valora las
parejas de resultados, es fécil comparar carteras alternativas, si bien no

es posible encontrar, en general, la cartera éptima.

No obstante, es posible obtener un primer resultado de diversificacién

que tiene interés:

Proposicién 2.- Si la funcional Yy es estrictamente céncava en el primer
argumento, y los titulos Tl""’TlZ son indiferentes, cualquier cartera
C(A) es estrictamente preferida a cualquiera de los mencionados

titulos.

Prueba:

n g

ca) > T  <=> kglnk tﬂ{izlhixik v Xy 1 >0

Supuesta ¥ céncava estricta en el primer argumento,
n L Z n
rmylyax, ,x 1> YA Ywroy(x, ,x.)
k=1 k i=p | ik sk i1 1 k=1 k ik’"sk

pero el segundo miembro es una combinacién convexa de ceros, ya que Ti es
indiferente a Ts’ cualquiera que sean i,s =l,...,4, por lo que,

efectivamente, C(A) es estrictamente preferida a cada Ts'-
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El resultado de la Proposicién 2 merece algin comentario. Nétese que
la concavidad de Y en el primer argumento puede provenir de diversas
causas: puede ser debida a que el agente es averso al riesgo, en cuyo caso
la funcién de utilidad basica es céncava, y esta concavidad puede ser
heredada por la funcional y. Pero también puede provenir del sentimiento de
arrepentimiento/regocijo con el que se modifica la utilidad basica, de tal
forma que, agentes neutros al riesgo, pero con un determinado tipo de
temperamento, preferirian diversificar su inversién entre activos
indiferentes antes que invertir en uno solo de dichos activos. Asi, la
proposicién 2 se puede entender como una extensién del resultado clasico de
diversificacién dando un esquema explicativo m&as completo. Noétese que al
vincular la actitud frente al riesgo a la forma de la utilidad béasica u(x)
sobre los resultados ciertos, si Y(x,y) = f(u(x),u(y)), entonces la
concavidad en la primera componente puede darse en agentes neutrales al
riesgo cuando 8’f/su° < 0O lo que se asociaria a una actitud de
arrepentimiento/regocijo. Por otra parte, esta misma actitud temperamental
podria determinar que agentes aversos al riesgo no diversificaran cuando

5%f/8u” >0.

3.3.- Valoracién de mixturas. Diversificacién por ciclos: Mixtura ideal y
cartera recomendada.

Dados los titulos elementales, y puesto que las preferencias de
nuestro agente no son necesariamente transitivas, puede darse el caso de
que, al compararlos, aparezcan ciclos. Si esta es la situacién, al disponer
de una regla de valoracién bilineal hemisimétrica sobre el conjunto

H(Tl,...,Te), podemos encontrar un elemento éptimo entre las mixturas. Este
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hecho nos conduce a elegir una cartera determinada (de cémputo sencillo),
como recomendacion al agente que presenta ciclos en las preferencias entre

titulos elementales. En efecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.- Si el agente decisor presenta ciclos en las preferencias
entre titulos elementales, es posible encontrar un elemento T* €
R(Tl,...,TE), de tal forma que T* = Ti’ para todo i=l,...,L. Asociada

a la mixtura T* = (A%), (mixtura ideal), podemos definir (y

recomendar) la cartera C{A%).

Prueba

La existencia de T* se deriva directamente del teorema 1 (Fishburn, 1984a).
En dicha prueba se proporciona, asimismo, un método de cémputo de la
mixtura ideal, como solucién de un juego simétrico, cuya matriz de pagos es

la matriz hemisimétrica de valoracién de los pares de titulos elementales.

Llamaremos titulo o mixtura IDEAL al titulo T* que resulte de resolver

el mencionado problema. Esta mixtura o titulo ideal es una accién-loteria:
no es, por tanto, una cartera. No obstante, asociada al titulo T* (que es
una loteria sobre los titulos Tl""’TE’ con probabilidades AT,...,AZ,
podemos construir la cartera C(A*), que distribuye cada unidad monetaria en
participaciones AT,...,A’E en los titulos Tl""’TE’ respectivamente. La
racionalidad de tal recomendacién descansa en la Proposicién 1 que
garantiza que C(A*) conserva el valor esperado del titulo ideal y posee

menor varianza.jJjj
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Siendo C(A*) una alternativa accesible al agente, podria éste
enfrentarla a los titulos disponibles. Si C(A*) es preferida, invertir en
ella serd sin duda una buena eleccién. Si algin Ti fuera preferido a esta
cartera, no habria dificultad en repetir el proceso generando un nuevo
titulo ideal y wuna nueva cartera recomendada y asi sucesivamente.
Investigar la convergencia del proceso y las propiedades de las carteras
generadas en cada iteracién es un problema abierto en el que seguimos

traba jando.

4.-COMENTARIOS FINALES.

En este trabajo hemos abordado el problema de la valoracién de
activos arriesgados desde una perspectiva diferente de la tradicional. La
eleccion del marco de la valoracion de Fishburn (1984b,c) de las
acciones-loterias permite enfrentar el problema de decisién en un contexto
de mayor riqueza conceptual y computacional. Este marco teérico resulta
compatible con la incorporacién, en la valoracién del agente, de
sentimientos psicolégicos que modifican la mera evaluacién de los
resultados. Se tiene asi una teoria normativa capaz de sustentar algunas de
las teorias descriptivas mds usuales, como es el caso de la Teoria del

arrepentimiento de Loomes y Sugden (1982).

Dos son los resultados bdsicos ofrecidos: en primer lugar, una
extensién del resultado tradicional de diversificacién ante titulos
indiferentes, explicado ahora por razones que pueden ser diferentes de la

aversién explicita al riesgo. En segundo lugar, se enfrenta el problema de
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la eleccién en el caso de que la valoracién de los titulos conduzca a un
ciclo. En este caso, se proporciona una solucién recomendada al problema de
decisioén, sugiriendo al agente una cartera que resulta tener la misma media
y menor varianza que un titulo ideal, ente no disponible en el mercado, y
que seria preferido por el agente a cualquiera de los titulos del ciclo en

cuestion.

Admitir la posible presencia de ciclos en las preferencias supone
una notable separacién de la teoria tradicional. No obstante, la evidencia
empirica indica claramente que en el tratamiento de los problemas de
decisién en condiciones de riesgo, las hipdtesis de la utilidad esperada
resultan particularmente estrechas. Pensamos que la introduccién de teorias
alternativas, que permitan un rango de comportamiento mds amplio para los
agentes, pero que conserven las caracteristicas deseables de operatividad,
pueden dar algunas respuestas satisfactorias a la cantidad de problemas
abiertos en éste area. Este trabajo no pretende ser mas que un modesto paso

en esta direccidn.
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APENDICE 1.- EJEMPLO

Considérense disponibles tres titulos Tl, T2 y T3 de manera que: T1

proporciona un rendimiento cierto del 16,3 %.

Se estima que el rendimiento de T2 sera del 29,3 7% si se produce un

determinado evento A, y del 5,2 % en otro caso.

El rendimiento de T3 dependera de que se produzcan o no los eventos
compatibles A y B de modo que: si se realizan ambos, el rendimiento sera
del 22,5 % y si se realiza A pero no B, del 29,3 %. Para los sucesos

AnBy A n B, los rendimientos respectivos son O 7% y 22,5 7%.

Para representar los titulos partiremos de los cuatro estados del

mundo:

Il
-
D
[ov]
10)

]
o3
b
[wol]

s =AnB s AnB s
1 2 3 4

cuyas probabilidades seran:

n = 0,30 n = 0,19 n_ = 0,33 n = 0,18
1 2 4
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s s 4 T
1 2 3 4
r =20
1
r = 0,052
2
r = 0,163
3
r = 0,225
4
r = 0,293
5
Asi tendremos:
O 0 OO 0O 0 0 O O 01 O
0O 0 0 O 0O 01 1 0O 0 0 O
T=1411 1 1 1| T={0 0 0 O T=1]10 0 0 O
1 2 3
O 0 0 O 0O 0 0 O 1 0 0 1
0O 0 0 O 1 1 0 0 01 0O

a) Valoracién de T1 frente a T2

4
1 2

(T N T = s
(1 2) J_z::lnj ¢(pj pj)

T >T < 9T, T)=0
1~ "2 2
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0
0
#(pL,p2)=(0 01 0 0)lyYl| 0 |=yY(r_,r )=y(0,163, 0,293)
171 0 3 5
1

¢(p;, pz) = ¥(0.163, 0.293)

¢(p;, pz) = ¢(p:, pi) =

=(0 010 0)yl = Y(r,,r)) = ¥(0.163, 0.052)

OO O~=0O

de modo que:

T >T « (0.30+0.19)y(0.163, 0.293) +

+ (0.33+0.18)y(0.163, 0.052) = O

b) Valoracién de Tl frente a T3

T1 > T3 < (0.30+0.18)y(0.163, 0.225) +

+ 0,19 ¥(0.163, 0.293) + 0.33 ¥(0.163, 0) =2 O
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c) Valoracién de T2 frente a T3

T2 > T3 e 0.30 y(0.293,0.225) +

+0.33 ¥(0.052, 0) + 0.18 y¥(0.052, 0.225)20

Supongamos ahora que el agente tiene una utilidad cuadratica sobre el
rendimiento

u(r)=—r2+2r r=si1

En lugar de la tabla de rendimientos:

0.30 0.19 0.33 0.18
T1 0.163 0.163 0.163 0.163
T2 0.293 0.293 0.052 0.052 TABLA 1
T3 0.225 0.293 0 0.225

utilizaremos la tabla de las u(r))
1

0.30 0.19 0.33 0.18
T1 0.2994 0.2994 0.2994 0.2994
T2 0.5001 0.5001 0.1013 0.1013 TABLA II
T3 0.3994 0.5001 0 0.399%4
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Para la valoracién de los rendimientos, tomaremos:
wir, r) = [ulr) - u(r)le ™)
i J i J
con r zr y Yr,r)=-ylr,r)
i J j i i J
Esta funcién, en nuestra versiéon "expandida" de la Regret Theory
(Sirvent & Tomas (1992a) corresponde a un agente "tibio" frente al

éxito-fracaso y explicitamente averso al riesgo:
llamando & = u(r'i) - u(r) se tiene que
j

Y(&) = EH(E)
HE) = e 18l v

Con ello obtenemos:

(T, T,) = 0.49 Y(~0.2007) + 0.5 y(0.1981)=
= 0.49(-0.16420) + 0.51(0.16249) = 0.00241 > O

por lo que T1 > Tz'

(I>(T1, T3) = 0.48 ¥(-0.1) + 0.19 Y(-0.2007) + 0.33 ¥(0.2994)=
= 0.48(-0.09048) + 0.19(-0.16420) + 0.33(0.22193)=
= - 0.00139 < O

T >T
3 1
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(T, T)) = 0.30 $(0.1007) + 0.19 (0) + 0.33 ¥(0.1013) +
0.18 ¥(-0.2981) =
= 0.30(0.09105) + 0.33(0.09154) + 0.18(-0.22126) =
= 0.01769 > O

T >T
2 3

En consecuencia, las preferencias resultan ciclicas.

Obsérvese que la aversién explicita al riesgo es irrelevante para que
las preferencias resulten ciclicas. Puede tomarse u(r}=r y tomar la TABLA

II como tabla de rendimientos.

El Teorema de Fishburn (1984a) garantiza la existencia de una mixtura

T* € H(T, T, T.) de manera que T* > T VT e H(T, T, T).
1 2 3 ~ i i 1 2 3

El Teorema proporciona ademds, un método para determinar T* como

solucién del juego bipersonal simétrico de matriz:

38




La solucién es:

-0.00241

0.00139

0.00241  -0.00139
0 0.01769
-0.01769 o |
A* = 0.8232
A¥ = 0.0647
A* = 0.1121
3

correspondiente a la mixtura o "titulo ideal"

T* = 0.8232 T1 + 0.0647 T2 + 0.1121 T3

T* =

La cartera C(A*)

0

0

0.8232

0.1121

| 0.0647

0

0

0.8232

0

0.1768

asociada a T¥,

0.1121 0
0.0647 0.0647
0.8232 0.8232

0 0.1121

0 0

correspondiente a la

inversién de

0.8232 u.m. en T1’ 0.0647 en T2 y 0.1121 en Ts’ tiene la misma esperanza

que T* y varianza menor:
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La cartera C(AT, 7\’;, 7\’;) es la "recomendada" dadas las preferencias

del agente:

82.32% en T1
6.47 7 en T2

11.21 7 en T3

Los rendimientos de la cartera C(A*), en cada estado del mundo son:

(0.1784, 0.1860, 0.1375, 0.1628). Es facil comprobar cémo, en este caso, la

cartera es estrictamente preferida a cada uno de los titulos T (i=1,2,3).
1

Ademas se tiene:

ESPERANZA VARIANZA
T1 0.1630 0
T2 0.1701 0.0145
T3 0.1637 0.0138
C(a*) 0.1635 0.0004

por lo que la opcién de invertir en C(A*) es una "buena recomendacién”.
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