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DESIGUALDAD, DIVERSIDAD Y CONVERGENCIA:
(MAS) INSTRUMENTOS DE MEDIDA
-ESTADISTICA DESCRIPTIVA-

Francisco J. Goerlich

RESUMEN

Este trabajo es una continuacion de Goerlich (1998) y presenta un conjunto amplio
de resultados cuyo objetivo es caracterizar la distribucidon cross-section de la renta per
capita para un conjunto de individuos o unidades geograficas que agrupen a varios
individuos. Comienza describiendo un conjunto de estadisticos ttiles para ello, asi como
diversas formas de resumir la informacidon proporcionada por los mismos, para continuar
describiendo métodos de estimacion directa de la funcion de densidad de la variable objeto
de estudio.

PALABRAS CLAVE: Desigualdad, diversidad y convergencia. Estadisticos descriptivos,
muestras ponderadas, estimacion de funciones de densidad.

ABSTRACT

This work is a continuation of Goerlich (1998) and offers a wide set of results with
the aim of characterize the cross-section distribution of per capita income for individuals or
for a group of geographical units, such as regions or countries. We begin by describing a
set of descriptive statistics and ways in which the information they provide can be
sumarized, and continues by considering direct ways of estimating the probability density
function of a variable mainly nonparametrically by means of kernel smoothing.

KEY WORDS: Inequality, divergence and convergence. Descriptive statistics, weighted
samples, (kernel) density estimation.



1. Introduccion y nomenclatura

Este trabajo es continuacion de Goerlich (1998) y simplemente expone un conjunto
amplio de estadisticos descriptivos con el animo de proporcionar un marco de referencia
para una mejor comprension de la evolucion dindmica de determinadas variables
econdmicas. Al igual que en el trabajo mencionado el andlisis se realiza a partir de la
exposicion de una serie de técnicas con diversos grados de sofisticacion comenzando con

estadisticos totalmente elementales.

Aunque tomaremos como punto de referencia una variable clave en el proceso de
crecimiento econdémico, como es la renta per capita, los instrumentos que expondremos a
continuacion son aplicables con total generalidad. Si bien en Goerlich (1998) el analisis se
realizo de forma exclusiva a partir de la utilizacién de conceptos tomados de la literatura de
la desigualdad, que ha concentrado gran parte de sus esfuerzos en la elaboracion de indices
que posean determinadas propiedades (Atkinson (1970), Sen (1973), Chakravarty (1990),
Cowell (1995)), este segundo trabajo toma prestados conceptos de la literatura aplicada
sobre convergencia econdémica y busca basicamente estadisticos que nos permitan
caracterizar la distribucion cross-section de la renta per capita para un conjunto de
individuos o unidades geogréaficas, como paises o regiones, que engloben a varios
individuos. Por tanto sea x la renta per capita objeto de estudio la finalidad es caracterizar
0(x), siendo ¢(e) una medida de la funcion cross-section de densidad de probabilidad de x.
Hay dos caracteristicas interesantes susceptibles de estudio en la evolucion temporal de
O(x): (i) la forma cambiante en el tiempo de dicha funcién, y (ii) la dindmica intra-
distribucional, es decir como una parte dada de la distribucion en 7 transita a otra parte de
dicha distribucion en ¢+ ;. Las dos caracteristicas sobre las que incidiremos son pues
“forma externa” y “movilidad”. El presente trabajo y su complementario (Goerlich (2000))
se centran basicamente en el estudio de la evolucion dinamica de la forma externa de la
distribucion (the external shape of the distribution), aqui se examinaran estadisticos ttiles
para caracterizar ¢(x), con especial hincapié en el concepto de G-convergencia, asi como
los métodos que nos permiten inferir la forma de dicha funcién, mientras que Goerlich

(2000) expondra diversas formas de caracterizacion de ¢(x) en el contexto de modelos de



regresion, centrandose fundamentalmente en el concepto de B-convergencia. El estudio de

lo que sucede dentro de la distribucion, es decir la movilidad, se abordara posteriormente.

Dos corrientes de literatura que han permanecido separadas, pero que hasta cierto
punto son complementarias y cuyas técnicas de andlisis pueden combinarse adecuadamente
son: (1) la literatura tradicional sobre la desigualdad (Atkinson (1970), Sen (1973),
Shorrocks (1980, 1982, 1984), Chakravarty (1990), Esteban y Ray (1993, 1994), Cowell
(1995)), centrada fundamentalmente en el estudio de la distribucioén personal de la renta, y
(2) la reciente literatura sobre la convergencia econdmica (Barro (1991), Barro y Sala-i-
Martin (1991,1992,1995), Quah (1993a,b), Sala-i-Martin (1994)), preocupada por la
convergencia o divergencia de la renta per capita o productividad de diversas unidades
geograficas, ya sean regiones o paises. Aunque ambas literaturas han tendido a permanecer
separadas es evidente que tienen importantes puntos de contacto. Basta para ello ojear los
trabajos de Esteban y Ray (1993) o Esteban (1996) sobre la polarizacion o los de Baumol
(1986), DeLong (1988) o Quah (1996a,b,1997) sobre la existencia de clubes de
convergencia para darse cuenta de que, a grandes rasgos, se estd hablando de conceptos
similares, grupos de individuos o regiones que presentan peculiaridades distintas del resto.
Asi pues aunque la literatura sobre la desigualdad parte del individuo y la del crecimiento
de una unidad espacial considerablemente mas amplia, las dos tratan de estudiar la
evolucion en el tiempo de la distribucion de una variable econdmica considerada de
especial relevancia desde el punto de vista del bienestar o de la actividad econdémica. Debe
ser obvio entonces que las técnicas de andlisis en un tipo de literatura pueden utilizarse
satisfactoriamente en el otro. De hecho algunos autores (Rabadan y Salas (1996)) han
propuesto medir directamente la convergencia mediante indices de desigualdad; este
enfoque, llevado hasta su extremo, podria sufrir de algunas de las criticas de Quah
(1993a,b) y Esteban (1996), ya que como veremos no parece adecuado reducir el concepto

de convergencia a unos pocos estadisticos.

Si bien en Goerlich (1998) se examinaron conceptos procedentes de la literatura de
la desigualdad, este trabajo y su complementario (Goerlich (2000)) utilizan
fundamentalmente técnicas de andlisis de la literatura aplicada sobre convergencia
economica con la finalidad de examinar si la distribucion de corte transversal de la renta

per capita tiende en el tiempo hacia la igualdad en dicha renta o hacia una distribucion



estacionaria, asi como la forma de dicha distribucion. El trabajo se centra en aspectos
metodoldgicos y practicos, no se ofrecen aplicaciones, muy numerosas por otra parte, si
bien cuando requiramos de algin ejemplo este utilizara los datos de la renta per capita
provincial de la Base de Conocimiento Econémico Regional, Sophinet, de la Fundacion
BBV'. Dado que nuestra unidad de referencia no es necesariamente el individuo,
introduciremos explicitamente la dimension poblacional en el andlisis, de forma que
prestaremos una especial atencion al tema de las ponderaciones en la construccion de los
estadisticos, donde las ponderaciones vendran dadas por las frecuencias relativas de la
variable objeto de estudio, poblacion en el caso de la renta per capita, aunque los
resultados son aplicables con mayor generalidad. Esta dimensiéon poblacional es
normalmente recogida por la literatura de la desigualdad pero, sin embargo y sin causa
aparente, parece haber sido olvidada por la reciente literatura sobre la convergencia

econdmica.’

Nomenclatura

Nuestro conjunto de observaciones de referencia se mueve en dos direcciones, el
ambito espacial y el ambito temporal y constituye lo que la literatura reciente (Quah
(1990)) ha dado en llamar un campo de datos (data field) en el que tanto n, el nimero de
grupos, como 7, el nimero de periodos, son razonablemente grandes o al menos de una de
una dimension similar. Sin embargo puesto que a lo largo del trabajo los estadisticos se
calculan para cada cross-section podemos olvidarnos, de momento, de la dimension
temporal omitiendo el subindice ¢, tal y como hicimos en Goerlich (1998). Asi pues
supongamos que disponemos de n agrupaciones de individuos para un determinado periodo
temporal, = 1,...,T, cuya renta per capita designamos por X;, X; = Y,-/N,-,3 siendo Y; la renta

y N; la poblacién de la agrupacion i = 1,2,...,n. Sea ademas p; la frecuencia relativa, esto

" Cuya direccién electrénica es http://bancoreg.fbbv.es/. Los datos de poblacion proceden del Anuario
Estadistico del INE.

* No obstante algunos autores si habian observado este olvido, Rabadan y Salas (1996, p.-15) o Jones (1997,
p--23).

’ x; es la renta real equivalente per capita, es decir ha sido adecuadamente deflactada y ajustada por las
diferentes necesidades de las agrupaciones, familias o individuos. (Deaton y Muellbauer (1980)).
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es, el porcentaje de poblacion por agrupacion, p; = N/N, N =X N,, entonces la renta per
capita media para el agregado puede expresarse como una media aritmética ponderada,
LY

Y =LY YN,
— ==l L=%" px. 1
N i=1 N/Nl l—lpl i ( )

Nuestra variable de referencia es por tanto la renta per capita, x;, de forma que
realizaremos la exposicion en términos de esta variable y sus pesos asociados, p;; sin
embargo no deberemos perder de vista que si queremos construir estadisticos
independientes de la escala, de forma que los estadisticos permanezcan inalterados si la
renta de cada individuo en la poblacion (o la renta per capita de cada agrupacion) es
alterada en la misma proporcion (homogeneidad de grado cero en rentas), entonces

deberemos normalizar x; por su valor medio, |, de forma que en la practica muchas veces

estaremos mas interesados en la variable z, = —; esta es la normalizacion adoptada por los
0

indices de desigualdad relativos (Goerlich (1998)). En este caso los estadisticos son
insensibles al nivel medio de renta y no consideran cuestiones de posicion de la variable en

cuestion.

Finalmente dos breves reflexiones, en primer lugar palabras como desigualdad,
diversidad, diferenciacion y convergencia son utilizadas como sinénimos en muchas partes
del trabajo, lo que constituye un cierto abuso del lenguaje. Si la diversidad, o
alternativamente la convergencia, es buena o mala, si debe aumentarse o disminuirse
mediante politicas adecuadas, es algo que depende de juicios de valor y sobre lo que no nos

pronunciaremos.

En segundo lugar la desigualdad y el crecimiento de las economias es un fendémeno
complejo y multidimensional. Por ello, todo intento de resumir el proceso de convergencia
en un unico estadistico estd abocado al fracaso. Quah (1993a,b) ha enfatizado
satisfactoriamente este punto y a propuesto una serie de instrumentos metodologicos
complementarios para analizar la evolucién dindmica de distribuciones en el corte
transversal (model of explicit distribution dynamics), parte de estos instrumentos seran

presentados en este trabajo y su complementario (Goerlich (2000)). El trabajo se estructura



en dos grandes secciones, la seccidn 2 presenta un conjunto amplio de estadisticos
conocidos y diversas formas de resumir la informacion proporcionada por los mismos y la
seccion 3 examina las diversas posibilidades de estimacion directa de la funcion de

densidad de una variable, es decir la funcion ¢(x).



2. Estadisticos descriptivos: Posicion, dispersion (convergencia-o) y
otras caracteristicas interesantes de la distribucion

Esta seccion ofrece una descripcion de estadisticos relevantes para una variable,
teniendo como referencia la renta per capita de regiones o paises, x;; el objetivo es ir
caracterizando la evolucion en la distribucion de dicha variable, ¢(x), mediante una

exposicion exhaustiva de estadisticos descriptivos.

Uno de los conceptos fundamentales al que hace referencia esta seccion es el
denominado o-convergencia, entendido en un sentido amplio como la dispersion en toda
la distribucion y no en el sentido mas restringido acufiado por Barro y Sala-i-Martin
(1995, Cap.-11.1, p.-383-387) como la varianza del logaritmo de la renta per capita; no
obstante las medidas de posicion también serdn relevantes en la caracterizacion de la
distribucioén, asi como la simetria de la misma alrededor de un valor central y la

identificacion de los valores atipicos o outliers.

2.1. Estadisticos simples versus estadisticos ponderados: Una digresién4

Comenzamos esta seccion con una digresion no trivial que ha sido largamente
ignorada en la literatura; como ya hemos mencionado nuestra variable de referencia es la
renta per capita de éreas geograficas que engloban a varios individuos, o mas
concretamente la funcion cross-section de densidad de probabilidad de dicha renta per
capita, O(x); la cuestion que se suscita inmediatamente es si el comportamiento de la renta
per capita debe ser analizado en términos de dichas areas geograficas o en términos de
individuos; dicho con otras palabras la cuestion es si cuando trabajamos con rentas per
capita medias de diferentes areas geograficas la dimension econdmica de dichas areas debe

contar para algo o no.

* Agradezco a Jose Maria Esteban algunas de las reflexiones contenidas en este epigrafe.
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Los dos bloques de literatura que se analizan en este y en el anterior trabajo
(Goerlich (1998)) han dado soluciones practicas diferentes a esta cuestion, por una parte la
literatura econdmica sobre la desigualdad, preocupada fundamentalmente por el bienestar
individual, ha utilizado siempre estadisticos ponderados, donde la ponderacion trata de
reflejar la dimension econdmica de las diferentes areas geograficas analizadas, en este
sentido todos los estadisticos analizados en Goerlich (1998) son estadisticos ponderados,
razoén por la cual no planteamos alli esta cuestion.” Por otra parte la literatura sobre
crecimiento y convergencia econdmica, preocupada por los paises o las regiones, ha
utilizado de forma practicamente exclusiva estadisticos simples, en el sentido de que la
renta per capita de cada area geografica era considerada como una observacion individual,
independientemente del tamafio o la importancia relativa de dicha area dentro del

agregado.’

Aunque la ponderacion razonable en este contexto parecen ser las proporciones
de poblacion, p;, de cada region, asi lo entienden los indices de Gini, G, Desviacion
Absoluta Media, M, Theil para B =0, 7(0), y Atkinson, A(€), ya que en un contexto
puramente estadistico estas proporciones representan las frecuencias relativas de las

correspondientes rentas per capita y de hecho la media del agregado, que si es observable,

n

es una media aritmética ponderada por proporciones de poblacion, w=2X7 p.x,; otras

> Seria posible de hecho calcular todos los estadisticos de desigualdad ofrecidos en Goerlich (1998) de forma
no ponderada, estadisticos de desigualdad simples, simplemente considerando cada x; como una sola
observacion; sin embargo nadie parece plantearse esta cuestion.
6 Una cuestién similar, pero no idéntica, aparece cuando trabajamos con datos de encuesta y cada
observacion lleva asignada una ponderacion muestral derivada del proceso de muestreo y relacionada con la
probabilidad de que esa observacion haya sido selecionada en la muestra, los denominados factores de
elevacion; tenemos de esta forma lo que se denomina una muestra ponderada, para la que es posible mantener
el supuesto de independencia pero no el de idéntica distribucion (Beach y Kaliski (1986), Bishop,
Chakraborti y Thistle (1994)). La utilizacion de dichos factores en el calculo de estadisticos descriptivos y
medidas de desigualdad es estandar (Bosch, Escribano y Sanchez (1989), Atkinson, Rainwater y Smeeding
(1995), Martin-Guzman, Toledo, Bellido, Lopez y Jano (1996), Goerlich y Mas (1999)) y su utilizacion en
modelos de regresion o inferencia estadistica ha sido objeto de atencion diversa por parte de la literatura
estadistica que trabaja con datos de encuesta. (Nathan y Holt (1980), Hausman y Wise (1981), DuMouchel y
Duncan (1983), Jewell (1985), Kott (1991), Cosslett (1993), Pfefferman (1993), Selden (1994), Korn y
Graubard (1995a,b), Imbens y Lancaster (1996), Magee, Robb y Burbidge (1998), Wooldridge (1999)).
Nuestra muestra, por el contrario, no es propiamente dicha una muestra ponderada, pero si nos
permite examinar la cuestion de si, dadas las rentas per capita medias observadas para las distintas regiones,
nuestro interés debe dirigirse hacia estudio del comportamiento de dichas rentas en términos de las regiones
mismas o en términos de los individuos que las habitan. Por supuesto, el ejercicio cuando la unidad de
referencia es el individuo no dice nada acerca de la distribucion de la renta dentro de cada region concreta, ya
que para ello necesitariamos datos de los individuos mismos, es decir datos microeconémicos (Goerlich y
Mas (1999)).



ponderaciones son posibles, por ejemplo el indice de Theil para B=1, 7(1), utiliza
ponderaciones segun proporciones de renta, e incluso en principio seria posible ponderar
por superficie o cualquier magnitud que represente en alguna medida el tamafio econémico.
No obstante en este trabajo utilizaremos siempre ponderaciones por proporciones de
poblacion, ya que son las mas facilmente interpretables en el contexto de nuestra variable
de referencia, si bien los resultados que presentaremos son aplicables a cualquier muestra

en la que las observaciones lleven asociado un peso determinado.

Un ejemplo simple ayudard a transmitir la idea en la que estamos pensando.
Considérese la distribucion cross-section de rentas per capita en dos momentos del tiempo,
ty t+1, para 3 regiones diferentes. El tamafo de la poblacion, N, es constante e igual a 100
individuos desigualmente repartidos entre las regiones. Dicha distribuciéon puede

observarse en el cuadro 1.

Cuadro 1: Dos distribuciones hipotéticas de la renta per capita

Region t t+1
Xi Ppi Xi pi
A 1 0.25 1 0.40
B 2 0.50 2 0.20
C 3 0.25 3 0.40

Obsérvese que dado que x; es idéntica para cada region tanto en t como en t+1 los
estadisticos simples no varian, i.e. la distribucion de x; en términos de regiones permanece
constante, la media es igual a 2 y la varianza es igual a 2/3, tanto en t como en t+1. La
desigualdad, sin embargo, en el sentido en el que se entiende tradicionalmente en la
literatura, es decir la dispersion en la distribucion de x; en términos de individuos, ha
aumentado, ya que una gran proporcion de poblacion se ha desplazado desde el centro,
region B, hacia los extremos de la distribucion; en concreto un 15% pasa al extremo
inferior, region A, y otro 15% al extremo superior, region C. Los indices de desigualdad asi

lo reflejarian y también al calculo de estadisticos ponderados por las proporciones de



poblacion. Asi aunque la media ponderada tanto en t como en t+1 sigue siendo igual a 2,’
la varianza ponderada en t es 0.5 mientras que la varianza ponderada en t+1 es 0.8, es decir,
se produce un aumento de la dispersion, dicho con otras palabras la distribucion de x; en
términos de individuos muestra un aumento de la desigualdad. Por supuesto esto no dice

nada acerca de la distribucion de la renta dentro de cada region.

En términos de la debatida cuestion de la convergencia ;que debemos concluir?,
(se ha producido un proceso de divergencia o por el contrario la distribucion se ha
replicado a si misma?. La literatura macroecondémica sobre la convergencia, utilizando
estadisticos simples, concluiria que no ha habido ni convergencia ni divergencia. En efecto
si como unidad de analisis consideramos las regiones entonces lo que nos interesa es la
distribucion no ponderada de x; y por tanto no obtendriamos convergencia ni divergencia,
sino una réplica de la distribucion. En términos estadisticos, si lo que consideramos es que
disponemos de una muestra aleatoria de regiones entonces la ponderacion no es importante.
Sin embargo si pensamos en que las rentas per capita que estamos analizando tienen detras
diferentes tamanos de poblacion parece razonable que la dispersion de la distribucion la
midamos desde el punto de vista individual y por tanto alteraciones en las proporciones de
poblacion que las diversas regiones representan dentro del agregado pueden afectar al
proceso de convergencia o divergencia, aun en casos extremos como los de nuestro
ejemplo en el que ni la renta per capita media de cada region ni la agregada (simple o
ponderada) se alteran. Dicho en términos estadisticos, si nuestra poblacion de referencia
son las personas, entonces deberemos otorgar mas peso a aquellas regiones mas
densamente pobladas, no hacerlo asi distorsionara las caracteristicas de la distribucion que
tratamos de estudiar. Este enfoque nos llevaria a concluir, en nuestro ejemplo, que se ha
producido un proceso de divergencia. ;Tiene esto sentido desde el punto de vista de la
literatura del crecimiento econdmico?, ciertamente lo tiene; al fin y al cabo el modelo de
Solow (1956) y Swan (1956), que ha inspirado gran parte del debate tedrico y aplicado
sobre la convergencia econdmica, es un modelo que se aplica al comportamiento esperado

de un pais individual y que hace referencia al proceso de convergencia de dicho pais a un

" El hecho de que la media simple y ponderada en t y t+1 sea siempre la misma se deriva del hecho de que la
distribucion, tanto simple como ponderada, es siempre simétrica en ambos periodos. Obviamente esto no es
una caracteristica general pero dado que lo que nos interesa es examinar el fendmeno de las ponderaciones en
el célculo de los estadisticos hemos simplificado al maximo el ejemplo.
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estado estacionario; sin embargo el modelo ha sido aplicado a diferentes paises y regiones
y a distintos niveles de desagregacion, por lo que extendiendo el argumento hasta el
extremo podria ser aplicado a individuos, i.e. convergencia de las rentas individuales; de
hecho Cass (1965) y Koopmans (1965), recuperando el analisis de agentes optimizadores
de Ramsey (1928), desarrollaron el modelo de Solow (1956)-Swan (1956) en términos de
un consumidor representativo y por tanto, estrictamente hablando, en términos de
individuos y esta es la tendencia actual en la moderna teoria del crecimiento econdmico

(Barro y Sala-i-Martin (1995))°.

Los argumentos que acabamos de esgrimir hacen presagiar que la cuestion con la
que iniciamos este epigrafe, si el comportamiento de la renta per capita debe ser analizado
en términos de areas geograficas o en términos de individuos, no va a ser nada facil de
discutir, al menos desde una actitud de principios. Probablemente lo que ha motivado la
utilizacion de estadisticos simples (no ponderados) por parte de los investigadores
dedicados a estudiar el tema de la convergencia econdmica son preguntas como la
siguiente: ;Cuanta diferencia hay entre las distintas especies de animales?. Esta es una
cuestion que parece razonable contestar por medio de un indice de diferenciacion
(desigualdad) sin ponderaciones que recojan el total de poblacion de cada especie dentro
del mundo animal. La consideracion de diferentes ponderaciones nos llevaria, entre otras
cosas, a tener que sumar la poblacion de elefantes con la de hormigas para calcular la
poblacion total del reino animal. El enfoque adoptado por la literatura aplicada del tema de
la convergencia internacional parece ser este, donde cada pais es una ‘especie’. Hay, sin
embargo, una cuestion importante que hace que el simil que acabamos de utilizar no sea
del todo adecuado. En nuestro ejemplo la distancia, dentro del indice de diferenciacion,
entre dos especies es nula si y solo si las dos especies son una misma. En el caso de la
convergencia entre paises, sin embargo, aunque la distancia en renta per capita entre dos
paises sea nula, siguen considerandose dos observaciones separadas y no una sola. El
problema es, al menos parcialmente, semantico. Usamos una misma palabra, desigualdad,
para referirnos a cuestiones muy distintas. Si de lo que se trata es de medir la

diferenciacion entre paises, entonces podriamos utilizar el enfoque de la diversidad

¥ Otros autores han estudiado la convergencia econémica entre regiones pero a partir de datos individuales
sobre rentas y no ha partir de los valores medios de las rentas per capita regionales, Bishop, Formby &
Thistle (1992).
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biologica para analizar la cuestion (Weitzman (1992)). Esta seria una linea interesante
desde la que examinar la opcion tomada por los especialistas en el tema de la convergencia
econdmica. Aunque implicito en este enfoque es que el preservar la diversidad es un valor
positivo, evidentemente no hay problema en invertir los términos y presuponer que la
diversidad es un valor negativo. En cualquier caso esta divagacion pone de manifiesto que,
desde una actitud de principios, nos introducimos rapidamente por caminos cuyo destino

no parece obvio, al menos a primera vista.

Las reflexiones que hemos realizado aqui parecen apuntar hacia el hecho de que la
dispersion, o en general el estudio de la evolucion dindmica de la distribucion de la renta
per capita, en terminologia de Quah (1996c,d), debe realizarse en términos de las
distribuciones ponderadas por la poblacion, o en otras palabras el comportamiento de la
renta per capita debe ser analizado en términos de individuos; y ello por varias razones, en
la practica es razonable preguntarse cuestiones tales como: ;es indiferente que paises
como Espaiia o Francia converjan al nivel medio de la renta per capita Europea a que
lo haga Luxemburgo?. Todo parece indicar que no; no sélo desde el punto de vista
individual la convergencia es mayor si convergen paises grandes en lugar de paises
pequefios, y ello independientemente de lo que suceda con la distribucion de la renta dentro
de cada pais, sino que otras cuestiones relevantes, como los procesos de transferencias de
regiones ricas a regiones pobres, dependen sustancialmente de los tamanos de poblacion
que hay detras de una renta per capita concreta. Seria facil construir ejemplos en los que un
resultado de divergencia econdmica, obtenido a partir de estadisticos no ponderados, se
debe al sistematico alejamiento respecto a la media de uno o dos paises de tamafio
insignificante, como Luxemburgo o Irlanda; mientras que una adecuada consideracion de
sus tamafios relativos dentro del agregado podria arrojar el resultado contrario de
convergencia econdmica’. Por tanto al margen de una actitud de principios existe una
actitud empirica, ;proporcionan los estadisticos simples y los ponderados visiones
diferentes, cuando no contradictorias, de un mismo fenémeno econémico?; disponemos de

algunos ejemplos indica que si, Korn y Graubard (1995b), mientras que otros indican que

? Comunicacién personal del autor con L. Magee (Magee, Robb y Burbidge (1998)) indica que existe cierta
evidencia de que muchos investigadores parecen estar en contra de las ponderaciones debido al hecho de que
en contextos internacionales o regionales los paises o las regiones pequefias, que suelen ser la mayoria, no
tendrian practicamente impacto sobre los resultados, que estarian dominados por unas pocas observaciones.
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no, al menos no siempre, Goerlich y Mas (1998a,b). En consecuencia en este trabajo
adoptaremos una aproximacion practica al problema y todos los estadisticos de esta seccion
seran presentados tanto de forma ponderada como de forma simple (no ponderada), al
objeto de examinar como la consideracion de las frecuencias relativas pueden alterar el
calculo de ciertos estadisticos y en consecuencia las conclusiones que podemos extraer de

ellos.

Para hacernos una idea de las potenciales diferencias de la posible discrepancia
entre los estadisticos ponderados respecto a los simples basta con examinar la estructura
demografica de las diferentes provincias espafiolas. Por ejemplo, Barcelona y Madrid, que
se encuentran en el extremo superior de la distribucion de la renta per capita, representaban
mas del 24% del total de la poblacion espafiola en 1995, sin embargo los estadisticos
simples les asignan un peso conjunto del 4% en cualquier afo, lo contrario sucede en
provincias como Soria que, aunque representaba un porcentaje del 0.24% de la poblacion
en 1995, los estadisticos simples le asignan un peso fijo del 2% en cualquier afio. Nos
encontramos pues con dos efectos: (i) no todas las provincias tienen el mismo peso, y (i)
dicho peso varia en el tiempo. En este contexto la moda, entendida como un estadistico
puntual asociado a una sola observacion, vendria dada por la provincia con mas poblacion
relativa. Ademas piénsese que si en lugar de realizar el analisis a nivel de provincias se
realizara a nivel de Comunidades Auténomas, entonces una comunidad uniprovincial como
es La Rioja, que representa porcentajes de poblacion inferiores al 1% del total nacional,
pasaria, en los estadisticos simples, de pesar un 2% a pesar un 5.88%, simplemente porque
ha variado el nimero de unidades en el andlisis; por lo tanto, en este caso, la division
administrativa si importa, sin embargo la importancia relativa de La Rioja, ni en términos
de renta ni en términos de poblacion, ha variado por este motivo; por el contrario su peso
en los estadisticos ponderados no se veria alterado. De todo ello se desprende que en
principio si existe base para una dispar evolucién entre los estadisticos simples y

ponderados.

El tipo de argumentos que hemos ofrecido en este epigrafe parece que han estado
totalmente ausentes en la literatura empirica sobre convergencia. Por una parte los autores
procedentes del analisis microecondémico y la desigualdad (Theil y Sorooshian (1979),

Berrebi y Silber (1987), Esteban (1994), Duro y Esteban (1998)) no parecen cuestionarse
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el problema y simplemente aplican el instrumental de indices de la literatura de la
desigualdad al analisis regional de la convergencia, sin ningun tipo de mencion al respecto.
Por otra parte, y salvo por comparaciones de las distintas regiones respecto a la media del
agregado, que es una media ponderada, los estudiosos del problema provenientes de la
macroeconomia, utilizan de forma practicamente exclusiva estadisticos simples. Asi por
ejemplo Decresin y Fatas (1995, p.-1630) reconocen el problema pero no hacen nada al
respecto, salvo escoger la regiones de forma que sean comparables en tamafios de
poblacion. Ante esta situacion es licito preguntarse que hubiera pasado si hubiéramos
trazado las fronteras de forma diferente, ;habria ello supuesto una alteracion substancial en
los resultados?. Algunas excepciones a este respecto son el trabajo de Rabadan y Salas
(1996), quienes por el motivo que hemos mencionado proponen medir la convergencia
mediante indices de desigualdad; procedimiento licito aunque no el Unico posible, ni
siquiera tiene porque ser el mas adecuado, ya que por ejemplo desde el punto de vista de la
convergencia no hay porque asignar mas importancia a las transferencias de renta en el
extremo inferior de la distribucién, lo que por el contrario si puede ser deseable en
términos de la medicion de la desigualdad individual, ni porque basar los estadisticos en
conceptos normativos sobre el bienestar social; y el de Jones (1997, p.-22), quien
argumenta que aunque el andlisis de la renta per capita a nivel internacional se realiza
normalmente en términos de los paises esta puede ser una forma engafiosa de examinar los

datos ya que simplemente la alteracion de las fronteras modificaria los resultados.

2.2. Inferencia con estadisticos ponderados: Un comentario

Aunque nuestro interés en este trabajo se centra en el calculo de estadisticos
descriptivos ponderados, la inferencia estadistica en este caso, tan desarrollada con

muestras simples, merece un comentario.

La cuestion de la inferencia con estadisticos ponderados ha sido objeto de atencion
desde hace tiempo por parte de la literatura estadistica y econométrica que trabaja con
datos de encuesta (Klein y Morgan (1951), Nathan y Holt (1980), Hausman y Wise (1981),
DuMouchel y Duncan (1983), Jewell (1985), Beach y Kaliski (1986), Kott (1991),
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Pfefferman (1993), Cosslett (1993), Kakwani (1993), Selden (1994), Bishop, Chakraborti y
Thistle (1994),), Korn y Graubard (1995a,b), Imbens y Lancaster (1996), Magee, Robb y
Burbidge (1998), Wooldridge (1999)), estos datos tipicamente llevan asociado un peso
relacionado en alguna medida con la probabilidad de que dicha observacion sea incluida en
la muestra y la cuestion de interés ha sido el tratamiento adecuado de estos pesos al objeto
de lograr estimadores consistentes y eficientes con los que poder realizar inferencia acerca
de los parametros de la poblacion. Esta literatura suele ser cuidadosa en la descripcion de
los procesos de muestreo que han dado lugar a las observaciones disponibles (Cosslett
(1993), Selden (1994), Imbens y Lancaster (1996), Wooldridge (1999)), ya que las
caracteristicas de los datos y sus pesos dependen de dicho proceso y por tanto los
estimadores propuestos, asi como sus propiedades, varian en funcion de la informacion

disponible acerca del muestreo utilizado.

Nuestra muestra de referencia, la renta per capita de regiones que engloban a varios
individuos, no procede, sin embargo, de ninguna encuesta, no ha sido obtenida mediante
ningln proceso de muestreo, simplemente disponemos de un conjunto de observaciones y
pretendemos caracterizar la distribucion de la variable que representan tales observaciones,
O(x). Si dicha distribucion la consideramos en términos de las rentas per capita de las
regiones individuales entonces podemos suponer que disponemos de una muestra de
observaciones independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), los estadisticos que
debemos calcular son estadisticos simples y la inferencia puede proceder de forma
estandar. Por otra parte si la distribucion que deseamos analizar es la distribucion de x en
términos de los individuos que hay detras de cada renta per capita regional entonces las
cosas no son tan sencillas, puesto que las regiones difieren en poblacion cada observacion
muestral tiene una diferente representatividad dentro de la poblaciéon de forma que
podemos seguir suponiendo que las observaciones son independientes pero no
idénticamente distribuidas (i.n.i.d.). Fue esta observacion la que motivo los comentarios del
epigrafe anterior y aunque es razonable en este caso describir la poblacion mediante el
calculo de estadisticos ponderados queda por resolver la cuestion de como realizar
inferencia sobre la poblacion con este tipo de muestras. Es decir tratamos a continuacion de
responder a preguntas tales como: ;podemos realizar contrastes sobre la media de la
distribucion mediante los procedimientos estandar?, ;podemos contrastar la simetria o la

normalidad mediante los estadisticos habituales (Jarque y Bera (1980)) en los que cualquier
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momento poblacional es sustituido por el correspondiente momento muestral ponderado?.
Los argumentos que ofrecemos a continuacion responden, bajo ciertas condiciones,
afirmativamente a estas cuestiones, de forma que en ciertos casos la inferencia puede

proceder de forma similar a situaciones estandar'’.

Con muestras ponderadas la correcta utilizacion de los pesos y las propiedades de
los estimadores dependen crucialmente del proceso de muestreo y de lo que supongamos
acerca de la poblacion subyacente (DuMouchel y Duncan (1983), Cosslett (1993)), por lo
tanto para responder a las preguntas anteriores deberemos ser especificos acerca de estas
cuestiones para nuestra muestra de referencia. Sin embargo el tipo de muestra que
utilizamos en este informe no parece haber sido analizado por la literatura estadistica y/o
econométrica una vez incorporamos el hecho de que cada observacion tiene una
representatividad diferente para la poblacion, es por ello que la mejor forma de pensar en el
problema es tratar de adecuar nuestra muestra a los resultados existentes en la literatura
sobre datos de encuesta con muestreo no aleatorio, de forma que deberemos distinguir
entre la distribucion de la poblacion y la distribucion de acuerdo con la cual los datos han
sido generados. Nuestra muestra estad constituida por observaciones de areas geograficas,
donde cada observacion lleva asociada una frecuencia muestral, que viene dada por 1/n,
en el caso de las provincias espafiolas n = 50 con lo que la frecuencia muestral seria del 2%
y ademads es constante en el tiempo; mientras que la poblacidon estd constituida por los
individuos que habitan las areas geograficas, N =X’ N,, cada observacion lleva asociada
una frecuencia poblacional, que refleja la importancia de dicha observacion en la
poblacion, en nuestro caso la frecuencia poblacional viene dada por las proporciones de
poblacion, p; = N/N, que son variables en el tiempo. Este esquema puede ser visto como
un proceso de muestreo estratificado estandar (Cosslett (1993), Imbens y Lancaster
(1996), Wooldridge (1999)) en el que hay tantos estratos como observaciones, disponemos
de una sola observacion por estrato y en el que las proporciones de poblacion coinciden

con la importancia del estrato (y de la observacion) dentro de la poblacion. Por tanto, en

' Disponemos de una sola variable de forma que estamos interesados en este epigrafe en los momentos que
caracterizan a ¢(x) y en inferencia estadistica sobre dichos momentos al objeto de concluir algo acerca de la
forma de ¢(x). La cuestion de la utilizacion de las ponderaciones en modelos de regresion y la inferencia
estadistica asociada a dichos modelos es notablemente mas compleja (Cosslett (1993), Imbens y Lancaster
(1996) y Wooldridge (1999)).
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nuestro caso pensamos en la observacion i-ésima como extraida aleatoriamente de una
subpoblacion de tamafio N; (Magee, Robb y Burbidge (1998)). El resultado es una muestra

de observaciones independientes pero no idénticamente distribuidas.

En esta situacion la densidad de probabilidad de'! Xi, 0i(x;), no coincide con la
densidad de probabilidad de la poblacion subyacente, ¢(x), pero los momentos de esta
ultima distribucion pueden ser estimados de forma consistente mediante momentos
muestrales ponderados con ponderaciones p;; es decir si 0 es un pardmetro de la
distribucion de x en la poblacion y g(x,0) es una funcion dependiente de x y de 0 tal que
E[g(x,0)] =0 en la poblaciéon'?, entonces en nuestro contexto el estimador ponderado de

momentos obtenido al resolver la ecuacion

2 pe(x,0)=0

es un estimador consistente para 0, 6—L256, un pardmetro de la distribucion de la
poblacion. (Wooldridge (1999, p.-1401))13 . Esta es una fundamentacion estadistica que
justifica la utilizacion de momentos ponderados para caracterizar la distribucion de x en
términos de la poblacion subyacente a nuestras observaciones, asi para el caso de la media

n

tomamos g(x,0) =x — 0, de lo que resulta 0= u==x" px.

Puesto que consistencia es una propiedad de grandes muestras antes de resolver la
cuestion de la inferencia estadistica deberemos considerar una regla para extender nuestra
muestra de forma indefinida. Este no es un problema que se plantee la literatura sobre datos
de encuesta donde es facil pensar en términos de muestreo a partir de una poblacion
infinita, sin embargo en nuestro caso, en el que disponemos de observaciones de un

conjunto dado de regiones, es dificil imaginar cualquier regla que permita extender el

' x; es ahora no una observacion sino una variable aleatoria de la que s6lo dispondremos de una realizacion.
"2 La esperanza debe ser entendida de acuerdo con la densidad de la poblacién.

"> En realidad las ponderaciones son el cociente entre la frecuencia poblacional y la frecuencia muestral, en
nuestro caso n.p;, pero dado que la frecuencia muestral es constante Vi desaparece en el proceso de
estimacion que iguala momentos muestrales ponderados a momentos poblacionales.
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proceso generador de datos a muestras arbitrariamente grandes'*. En la practica haremos
uso de la ficcion de las muestras repetidas para nuestro proceso generador de datos
(Davidson y MacKinnon (1993)), de forma que si la muestra observada fuera de tamafo m,
consideraremos muestras de tamafio n =k.m, k=1,2,3,.... Los resultados asintoticos que
mencionaremos mantendran la distribucion de la poblacion, ¢(x), fija y permitiremos que k
crezca de forma indefinida con lo que tanto el tamafio de la muestra, n, como el de la
poblacion, N =X7 N,, creceran de forma arbitrariamente grande, manteniendo constantes
los pesos asignados a cada observacion, N;= N, nm i=123,..,m; en efecto este
supuesto no hace mas que replicar nuestra poblacion de referencia, manteniendo intactas
las propiedades de las observaciones en relacion a su representatividad respecto a la
poblacion. Una ficcidon conveniente para realizar andlisis asintético y justificar la inferencia

estadistica; por supuesto en una aplicacion concreta n es fijo y dado, y por tanto k= 1.

Finalmente deberemos establecer la relacion entre la densidad de probabilidad de
cada variable individual, x; q>,-(x,-)15, y la densidad de probabilidad de la poblacion
subyacente, O(x); si el muestreo fuera aleatorio (i.i.d.) estas dos distribuciones serian
idénticas, 0;(x;) = 0(x) Vi, y en consecuencia cualquier momento de ¢;(x;) seria idéntico a
cualquier momento de ¢(x), con lo que momentos poblacionales pueden ser estimados
mediante momentos muestrales y la inferencia puede proceder de forma estandar. En
nuestro caso, en el que cada observacion tiene un contenido informativo diferente acerca de

la poblacion, necesitamos dos requerimientos (Stigler (1974), Teorema 6 y ejemplo 5.5):

(i) tim, . =2 — gz

n—oo

de forma que la densidad de la poblacion subyacente, ¢(x), tenga sentido, y

(i) 0,(g(x))=0(mp.g(x)) Vi

" Dicho de otra forma, el nimero de regiones de un pais es limitado y el numero de paises de la Tierra es un
numero finito no muy grande, por no mencionar el conjunto de paises de la OCDE, de la Union Europea o de
un continente. Por citar algunos ejemplos del tipo de muestras que estamos considerando.

' De la cual no hay forma de inferir nada, al menos sin una mayor desagregacion en los datos, ya que solo
dispondremos de una sola realizacion proveneniente de dicha distribucion.
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es decir que las densidades de probabilidad de cualquier funcion de cada variable
individual, q)i(g(xl.)), pertenezcan todas a la misma familia y que sean idénticas una vez la

funcion g(x;) ha sido ajustada por un factor de proporcionalidad, siendo el factor de
proporcionalidad la ratio entre la frecuencia poblacional, p;, y la frecuencia muestral, 1/n,

con lo que obtenemos el factor n. p;.

Estas condiciones son mas fuertes de lo necesario pero son suficientes para
garantizar la inferencia por los métodos habituales simplemente sustituyendo momentos
poblacionales por momentos muestrales ponderados. Debe observarse que estas
condiciones no son normalmente satisfechas por los procedimientos de muestreo estandar

(Wooldridge (1999)) pero si pueden ser mantenidas en nuestro caso.

Una forma de entender la intuicion de este factor de escala consiste en observar que
puesto que suponemos que la observacion i-ésima ha sido extraida aleatoriamente de una
subpoblacion de tamafio N; es natural inflar la contribucion de x; por este factor en la
poblacion, pero puesto que solo disponemos de n observaciones esta contribucion debe ser
escalada por la ratio entre muestra y poblacion, n/N'®. De esta forma si p;= 10% y n = 50
la contribucién de x; en la poblacion es escalada por 5. Obsérvese que no se trata de un caso
de correccion por heterocedasticidad, como algunos autores sugieren (Beach y Kaliski
(1986, p.-41)). Ademas si N;=1, Vi, el muestreo puede ser considerado como aleatorio,

en cuyo caso los requerimientos (7) y (if) anteriores son superfluos, puesto que n.p; = 1, Vi.

Como hemos mencionado las condiciones anteriores son suficientes para que la

n
i=

inferencia pueda ser realizada de forma estandar. Por ejemplo, u =ZX" p.x; es un estimador

consistente de la media de la poblacion, digamos 0; si deseamos realizar inferencia acerca

de la media de la distribucién poblacional de x necesitamos derivar la distribucion

n

g 1 . .
asintOtica de W, observando que W=-—2X" npx, y que los requerimientos anteriores
n

implican

'® Ver Imbens y Lancaster (1996) y Wooldridge (1999) para el caso de muestreo multinomial.
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—Var(x)=o0"

Jn n

Va,,(zzzlnpixi ) _ L Var(mpx,) _ Ep Var(x)
n

lo que nos permite derivar el resultado estandar ya conocido.
Jn(u-6)—2> N(0, 6%)

Inferencia acerca de 6 procede pues mediante los métodos habituales, sustituyendo
2 . . , .

6° por un estimador consistente de este pardmetro, la varianza ponderada de las
observaciones. El mismo argumento funciona para momentos de orden mas elevado de
forma que simetria o normalidad podrian ser contrastadas con los estadisticos estandar y
sus distribuciones derivadas bajo muestreo aleatorio (Jarque y Bera (1980)), simplemente
sustituyendo momentos simples por momentos ponderados. En cualquier caso el énfasis en
este trabajo radica mas en la descripcion de ¢(x) que en inferencia acerca de esta

distribuciodn.

2.3.  ;Que estadisticos descriptivos constituyen nuestro objeto de interés?

Este epigrafe ofrece una descripciéon pormenorizada de estadisticos descriptivos,
aunque en su mayor parte se trata de estadisticos habituales de posicion, dispersion y orden,
y cuya discusiéon puede encontrarse en los libros de estadistica tradicionales (Mood,
Graybill y Boes (1974)), la consideracion simultanea de estadisticos ponderados y simples
hace conveniente una exposicion de los mismos con una nomenclatura unificada. Los
momentos de nuestra variable, x, seran definidos en términos ponderados utilizando como
frecuencias relativas los porcentajes de poblacion'’, p;; los correspondientes momentos
simples se obtendran dando el mismo peso a cada observacion, es decir N;=1, Vi, con lo
que N=nyp;= 1/n, ¥i; en consecuencia los momentos simples utilizardn como divisor el

numero de observaciones, 7, de forma que no se incorporan ajustes por grados de libertad.

1 . . . L1 . .
7 Otras ponderaciones son posibles y de hecho los resultados mencionados son vélidos bajo un conjunto
arbitrario de ponderaciones.
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e Media: es la medida de posicién por excelencia.

La media de x es una medida alrededor de la cual los valores de la variable estan
“centrados”, si no conocemos nada acerca de la distribucion de x la media nos da una idea
de la posicion de la variable en cuestion. Otras medidas de posicion seran consideradas en

relacidn a los estadisticos de orden.

En realidad la media ya ha sido definida al introducir la nomenclatura, obsérvese

que solo la media ponderada coincide con la media del agregado, que en la practica es

observable:
MEDIA: ponderada simple
n=ZXLpx x = 2 (2)
n

e Desviacion tipica: es la medida de dispersién absoluta més habitual.

La desviacion tipica se define a partir de la varianza, que no es més que el segundo

momento central alrededor de la media, como la raiz cuadrada positiva de la misma.

VARIANZA: ponderada simple18

Val”m(x) = Elepi(xi — u)z Val"(X) — M (3)
n

Para dos distribuciones con la misma media una disminucién de la varianza implica
una mayor concentraciéon de la masa de probabilidad entorno a la media, al menos para
ciertos intervalos alrededor de dicha media, pero ello no nos dice necesariamente nada

acerca lo que sucede en las colas de la distribucion.

L0 =X)

n—1 '
Los ajustes por grados de libertad mencionados estan pensados de forma que los estadisticos muestrales
constituyan estimadores insesgados de los parametros poblacionales subyacentes; por razones obvias estos
ajustes solo se pueden realizar en el caso de estadisticos simples.

' En ocasiones la varianza simple incorpora un ajuste por grados de libertad, Var (x)=
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La varianza es una medida de dispersion de los valores de una variable alrededor
de la media y puesto que su calculo implica elevar al cuadrado las desviaciones respecto a
la media la varianza posee como unidad de medida el cuadrado de las unidades de x, razon
por la cual es normalmente mas conveniente utilizar la desviacion tipica como medida de

dispersion, puesto que este estadistico tendra las mismas unidades de medida que x.

DESVIACION ponderada simple"’
TIrPICA: SD, (x)=+,/Var, (x) SD(x)=++/Var(x) 4)

Otras medidas de dispersion seran consideradas en relacion a los estadisticos de

orden.

Para futuras referencias conviene definir los momentos de orden r, que son
simplemente la media de las potencias de los valores de la variable original, momentos
respecto al origen o simplemente momentos, o la media de las potencias de los valores

de la variable en desviaciones respecto a un determinado valor, momentos centrales.

MOMENTOS: ponderados simples

e I
W, =2 px m, = Tl (5)

Observamos que |, = y m =X , la media de x.

Las potencias de x pueden centrarse en un valor determinado y obtener de esta

forma los denominados momentos centrales,

MOMENTOS ponderados simples

CENTRALES: w(a)=2Z"p(x,—a) m.(b) =

Z?:l(xi — b)r (6)
n

1 . . . . . . .., L, . .
? Si la varianza simple incorpora un ajuste por grados de libertad entonces la desviacién tipica viene dada

por SD (x)=+,/Var(x).
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de donde observamos como los momentos respecto al origen se obtienen fijando a =5 =0,

Sia=uy b=Xx obtenemos los momentos centrales respecto a la media, que son

los mas habituales,

MOMENTOS ponderados simples
CENTRALES: M, = ELp,(x — ) m, = T2 7)
n

Observamos que W, =0y m =0,yque W, =Var,(x) y m, =Var(x), la varianza de X%

Es importante observar ademas que si las observaciones estan distribuidas de forma
simétrica en torno a la media entonces todos los momentos centrales respecto a la media de

orden impar son nulos, para el caso de L, ello requiere no s6lo que las observaciones estén

distribuidas de forma simétrica sino que también lo estén sus frecuencias relativas.

e Coeficiente de Variacion: es la medida de dispersion relativa mas
habitual.

Como mencionamos en Goerlich (1998) la desviacidon tipica no es invariante
respecto a la escala y una forma de solucionar esta cuestion es dividir este estadistico por la

media, el resultado es el denominado coeficiente de variacion.

COEFICIENTE ponderado simple

SD, (x) SD(x)

DE VARIACION: CV, (x)= CV(x)=—"- (8)
X

que no esta definido cuando la media es cero y cuya significacion no esta del todo clara

cuando la variable puede tomar valores negativos, ya que en este caso obtendriamos una

20 . . . . . .

En el caso de la varianza simple el ajuste por grados de libertad mencionado anteriormente puede ser

escrito en funcion de los momentos como Var,(x)= —1.m2 =k, , donde k hace referencia a los llamados
n—

estadisticos-k (Fisher (1929), Kendall y Stuart (1977, Cap.-12), Spanos (1999, Cap.-13.2.1)).
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medida de dispersion negativa. Aunque este no es nuestro caso si puede plantearse en
general y en la practica esto se obvia considerando el valor absoluto del coeficiente de

variacion.

El coeficiente de variacion es uno de los estadisticos més habituales para medir el
concepto de G-convergencia, que como ya hemos mencionado se preocupa de la dispersion
en la distribucion, precisamente por ser invariante respecto a la escala; vale la pena
observar, sin embargo, que la concentracion de la distribucién en un punto®’, lo que exige
que SD(x)—0, es condicion suficiente para que CV(x)—0, pero no es condicion necesaria,
ya que esto puede suceder si [l—eo, aunque SD(x) permanezca estable o incluso crezca pero
a una tasa menor que L. Este comentario, que se aplica a todas las medidas de desigualdad
relativa examinadas en Goerlich (1998), debe ser tenido presente cuando se examinan
resultados concretos ya que periodos de crecimiento generalizado pueden ser vistos como
periodos de intensa convergencia y lo que puede estar sucediendo es simplemente que el
nivel de vida agregado crezca sin cesar aunque las diferencias entre las unidades

econdmicas se mantengan.

Como observamos en Goerlich (1998) el cuadrado del coeficiente de variacion es
cardinalmente equivalente al indice de Theil (1967) con parametro igual a 2,

1

T7(2) = ECVw(x)“z.

Hasta ahora nos hemos centrado en los dos primeros momentos de una variable que
nos ofrecen una idea de la posicion y dispersion de la misma, adicionalmente los momentos
centrales respecto a la media de orden tres y cuatro son utiles para examinar diversas
caracteristicas de la densidad de probabilidad de x, ¢(x), pero examinaremos primero los
denominados estadisticos de orden y funciones de los mismos que nos permiten observar

otras caracteristicas interesantes de (x).

! Lo que en términos estadisticos llamariamos convergencia puntual (pointwise) en probabilidad.
*2 La version simple del coeficiente de variacién, C¥(x), seria cardinalmente equivalente a la version simple
del indice de Theil, 7(2).
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e Estadisticos de orden: Dadas nuestras observaciones de renta per capita
regional, {x;}’_,, una ordenacion no decreciente de dichas observaciones,
Xy S Xy S X3y S S,y £ Xy, constituyen los denominados estadisticos de orden,

donde el paréntesis en los subindices indica que las observaciones han sido ordenadas en la

forma indicada.

Los estadisticos de orden no tienen en cuenta, en principio, las frecuencias relativas
de cada observacion, pero logicamente si queremos examinar las caracteristicas de ¢(x) en
términos de individuos, las ponderaciones, {p,}",, deberan ser introducidas en el analisis;
de esta forma paralelamente a la ordenacién de x consideraremos la ordenacion de las
frecuencias relativas, ( Py Py Pizyseos Pty p(n)) , donde dicha ordenacion se corresponde

con la derivada para x, es decir p(; es la proporcion de poblacion de la region que ocupa la

posicién i-ésima en nuestra muestra ordenada de forma no decreciente.

Varios estadisticos de orden son utiles en la caracterizacion de ¢(x), en primer lugar

debemos mencionar los estadisticos de valor extremo, es decir el minimo,
X, =min {x;};, y el maximo, x, =max {x,};_,, de los valores observados, que ademas

de ser utiles en si mismos nos permiten definir una medida alternativa de dispersion, el

rango”,

RANGO: R(x) = x,, = x,, = max {x,}, —min{x,}., ©)

M
y una medida alternativa de posicion, el medio-rango,

Xy + Xy _ minfx b +max{x;j,
2 2

MEDIO-RANGO: Mid — R(x)= (10)

» Tal y como estd definido el rango no depende de las frecuencias relativas, ademas como se observa en
Goerlich (1998) el rango podria ser normalizado respecto a varios estadisticos de interés para hacer su
intervalo de variacion mas interpretable, siendo los mas obvios la media o los propios valores maximo o
minimo. Obsérvese ademas que si en lugar de considerar la variable x consideramos z entonces obtenemos lo
que en Goerlich (1998, p.-22) se denomina el rango relativo.
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Ninguno de estos dos estadisticos, el rango y el medio-rango, dependen de las frecuencias

relativas e igualmente ignoran todo lo que sucede entre los valores extremos.

Otra medida de posicion alternativa a la media es la mediana®®, Med(x), que se
define como el estadistico de orden que divide la distribucion de x, ¢(x), en dos partes
con igual probabilidad en cada una de ellas, de forma que el 50% de la masa de
probabilidad estard por debajo de la mediana y el 50% restante por encima. Para una

distribucion simétrica la mediana coincide con la media.

En el caso de una muestra simple la mediana es simplemente el estadistico de
orden que divide la muestra en dos partes iguales, es decir la observacion central; de

forma que si n es impar la mediana viene dada por X ya que este valor deja a

(n+1)12)
izquierda y derecha el mismo numero de observaciones, mientras que si z es par la mediana
se define convencionalmente como la media entre los dos valores centrales,
X2 T X
2

nl2 (n/2)+1) 25

En el caso de muestras simples todas las observaciones tienen asignado el mismo
peso y por tanto dividir la muestra en dos partes iguales es equivalente a distribuir la masa
de probabilidad de forma simétrica. Sin embargo ello no es asi si queremos obtener la
mediana para una muestra ponderada, en este caso cada observacion, x;, lleva asociada
una frecuencia relativa, p;; el problema es por tanto ligeramente diferente, ahora no se trata
de dividir las observaciones sino de dividir la masa de probabilidad que representan dichas
observaciones, de forma que la mediana no puede definirse directamente a partir de las

observaciones, es necesario invertir el proceso, en este caso debemos acumular los p,
F,.=Z._ps»s=12,..n,y buscar el valor s tal que F; = 0.50, si dicho valor existe podria

ser utilizado para definir la mediana, x).

 El término “mediana” fue utilizado por primera vez por Galton (1883).

25 , . .
Si n es par entonces n/2 es un numero entero y cualquier valor en el intervalo cerrado [x( X

((n/2)+1)]
puede ser utilizado para definir la mediana (Patel y Read (1982), p.-261), convencionalmente tomamos el
valor medio (Kendall y Stuart (1977) p.-39) pero obsérvese que cualquier otro valor del intervalo (abierto)
dividiria la muestra en dos partes iguales al contener cada una de ellas idéntico nimero de observaciones; por
otra parte el valor medio es el valor natural ya que es lo que obtenemos si interpolamos linealmente entre
ambas observaciones.

nl/2) 2
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En la préctica sin embargo este no es un procedimiento totalmente adecuado para la
obtencion de la mediana ya que aunque existiera un valor exacto s tal que Fy;=0.50
encontrariamos un resultado diferente si empezamos a contar la probabilidad asociada a las
observaciones por la parte inferior de la distribucion, x(1), o por la parte superior, x(,; este
no es por tanto un procedimiento simétrico. Ademas en la practica un valor exacto s tal que
F=0.50 seré la excepcion y no la regla por lo que serd necesario arbitrar algun esquema
de interpolacion para las observaciones en el entorno de F;=0.50. El procedimiento
utilizado busca el valor s tal que Fy_; <0.50 y F; > 0.50 y distribuye linealmente p) a lo
largo del intervalo comprendido entre los puntos medios entre la observacion (s)-€sima y
sus dos observaciones adyacentes, (s—1) y (s+1)%*, lo que es equivalente a asignar el valor

de p(s) al final de dicho intervalo, para posteriormente obtener el valor de la mediana por
. e Xy T %) Xs) T X(s1)
interpolacion lineal entre los puntos T,F;_l y T,E , dado el valor

de s tal que F;_; < 0.50 y ;> 0.50.

Una tercera medida de posicion es la moda, Mode(x), que se define como el valor
de x, si existe, para el cual ¢(x) alcanza su valor maximo. Como estadistico descriptivo
calculado para variables continuas y a partir de observaciones simples carece de utilidad ya
que en la practica nunca observamos dos valores de x exactamente iguales, sin embargo si
consideramos estadisticos ponderados la moda vendra dada por el valor que alcance mayor
frecuencia relativa, que en el caso de las provincias espafiolas seria Barcelona entre 1951 y
1977 y Madrid entre 1978 y 1998. Aun en este caso su utilidad es muy limitada; la moda

serd importante en la seccion siguiente cuando estimemos ¢(x) de forma no paramétrica.

Hemos visto que la mediana divide la distribucion de x, ¢(x), en dos partes con
igual probabilidad en cada una de ellas, no hay motivo sin embargo para restringirse a que
estas dos partes sean iguales, y podemos buscar estadisticos de orden que dividan la
distribucion de x de forma asimétrica. Esta idea la recogen los denominados quantiles, el
quantil de orden p, &, se define como el estadistico de orden, & que divide la

distribucion de x, ¢(x), en dos partes tal que ®() =p, 0 < p <1, siendo P(e) la funcion

% Este procedimiento es vélido siempre y cuando 1 < s <n, cuando s=1 se toma como limite inferior del
intervalo x(;) y cuando s = n se toma como limite superior del intervalo x.
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de distribucion acumulativa de x, d(x)= J.q)(u)du; es decir el p-% de la masa de

—oo

probabilidad estard por debajo del quantil de orden p, &,, y el (1-p)-% restante por encima.
Por tanto la mediana no es mas que el quantil de orden 0.5, 5= Med(x), el minimo

puede ser considerado como el quantil de orden 0, &, = x,, = min {x,}/,, y el maximo

M

como el quantil de orden 1, &, , = x,,, = max {x,}7,.

Varios quantiles son habituales en la literatura estadistica, los tres estadisticos de
orden que dividen la distribucién de x, ¢(x), en cuatro partes iguales son los denominados
cuartiles, correspondientes a p =0.25, 0.50 y 0.75; cuatro estadisticos de orden que
dividen la distribucion de x en cinco partes iguales son los denominados quintiles,
correspondientes a p=0.2, 0.4, 0.6 y 0.8; nueve estadisticos de orden que dividen la
distribucion de x en diez partes iguales son los denominados deciles, correspondientes a
p=0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9; 19 estadisticos de orden que dividen la
distribucion de x en 20 partes iguales son los denominados veintiles, correspondientes a
valores de p en incrementos de 0.05; y finalmente 99 estadisticos de orden que dividen la
distribucion de x en 100 partes iguales son los denominados percentiles’’,
correspondientes a valores porcentuales de p. Obviamente el conocimiento de un nimero
suficientemente elevado de quantiles proporciona una idea bastante buena de la forma de

®(x) razén por la cual estos estadisticos son importantes™.

En el caso de una muestra simple la obtencion de los quantiles se basa en buscar
el estadistico de orden que divide la muestra en las dos partes adecuadas, obviamente
para un conjunto de observaciones siempre hay una pequena indeterminacion que puede ser

resuelta de forma similar al caso de la definicion practica de la mediana. El procedimiento

*7 Los percentiles fueron definidos por Galton (1885).

% Algunos autores (Mills (1990), p.-21-26) han propuesto extender el concepto de mediana a partir de ir
dividiendo por la mitad sucesivamente los intérvalos de observaciones que quedan despues de calcular la
mediana; es decir, una vez calculada la mediana se obtiene la mediana para las observaciones entre el minimo
y la mediana y otra mediana para las observaciones entre la mediana y el maximo, en la practica ello equivale
aproximadamente al calculo de los cuartiles &,5y &4s. Este proceso de ir calculando sucesivas medianas
puede hacerse recursivo y proporciona una caracterizacion de ¢(x) idéntica a la ofrecida por los quantiles; un
escaléon mas en el proceso de ir calculando sucesivas medianas seria aproximadamente equivalente a la
obtencion de & 155 y 575, y procediendo recursivamente ello equivaldria aproximadamente a calcular & gy y
€ 9375 y a continuacion & 3125 ¥ € 06875, ¥ asi sucesivamente.
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empleado primero determina np =px(n—-1) + 1 y luego calcula el quantil correspondiente
por interpolacion lineal entre X(npy) Y X(np)+1), donde [np] es el mayor entero menor o igual a
np?°, es decir,

QUANTI LES: Ep = (1—(np —[np])). X (o) +(np —[np]). X(tnp1+1) (11)

el procedimiento distribuye de forma uniforme la probabilidad teniendo en cuenta que para
n observaciones sélo disponemos de n—1 huecos entre las mismas®. Obsérvese que

np —[np] no es méas que la parte fraccional de np y que para p = 0.5 obtenemos la formula

para la mediana mencionada anteriormente.

En el caso de una muestra ponderada la obtencién de los quantiles no puede
proceder a partir de las observaciones por la misma razén que la mediana no podia
definirse directamente a partir de dichas observaciones, en este caso cada x; lleva asociada
una frecuencia relativa, p;, por lo que deberemos proceder a obtener los quantiles a partir de

la funcion de distribucion acumulativa empirica, es decir a partir de la acumulacion de pg,

F, =Z,p,s$=12,..,n. Dado un valor 0 < p < 1 podemos buscar el valor entero s tal que

Fs = p, si dicho valor existe podria ser utilizado para definir el quantil de orden p, &p.

Por las mismas razones que expusimos al hablar de la mediana este no es un
procedimiento totalmente adecuado ya que no es simétrico y ademas no es de esperar que
encontremos un valor exacto de s tal que Fs=p, por lo tanto serd necesario arbitrar algln
esquema de interpolacion para las observaciones en el entorno de Fs=p. El
procedimiento utilizado es idéntico al que mencionamos para la mediana y se basa en
distribuir linealmente p) a lo largo del intervalo comprendido entre los puntos medios
entre la observacion (s)-ésima y sus dos observaciones adyacentes, (s—1) y (s+1), lo que

equivale a asignar el valor de p) al final de dicho intervalo, buscar el valor entero s tal que

2 +] debe ser leido como la “parte entera de” y denota la operacién de eliminar la parte fraccional.

%0 Este no es el Gnico procedimiento practico para calcular quantiles a partir de un conjunto de observaciones,
aunque es el mas ldgico. Patel y Read (1982, p.-261) proponen un procedimiento alternativo pensado
basicamente en distribuir observaciones a ambas partes del quantil mas que en distribuir de forma continua la
probabilidad a lo largo del rango de variacién de x. Segun esta regla np = pxn de forma que si np no es entero,
entonces el estadistico de orden Xgnp+1) €5 €l quantil de orden p, mientras que si np es entero, entonces se
toma como quantil de orden p la mitad entre Xgng)) Y Xgnpp+1)- ObSErvese que esta regla proporciona el mismo
valor para la mediana que la regla mencionada en el texto.
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F, 1 <py Fs;=py finalmente obtener el quantil de orden p por interpolacion lineal entre

los puntos T,F ,F |, dado s tal que Fs_; <p y F; 2p31. Para

s—1 s

p = 0.5 obtenemos la mediana tal y como fue definida anteriormente™.

El esquema de interpolacion que acabamos de mencionar no funciona para las
observaciones extremas, X() Y Xu), ya que en este caso no podemos distribuir la
probabilidad por debajo de x(;) ni por encima de x(,), si queremos mantenernos dentro del

rango de variacion de x. Asi pues para el primer hueco entre observaciones p( es

X+ X
distribuido entre x(;) y ORC , de forma que si puy=F;=p obtenemos el quantil
. . S Xyt X2
correspondiente por interpolacion lineal entre (x(l),O) y 5 Py |- De forma

X, X
. . y 10 . o et . -1 (n)
simétrica para el ultimo hueco entre observaciones p, es distribuido entre o) "o

X(n), de forma que si F),_; < p obtenemos el quantil correspondiente por interpolacion lineal

Xy X0
entre %,FH y (x(n),l).

Este es un procedimiento que debe proporcionar resultados razonables a menos que
la muestra sea pequefia, los valores de p(1y 0 p(,) sean muy elevados y estemos interesados
en los quantiles en las colas de la distribucion. Su principal inconveniente es que si fijamos
N;=1, Vi, entonces no obtenemos los mismos resultados que la regla para la obtencion de
quantiles en el caso de muestras simples como consecuencia de la asimetria en el

tratamiento de la probabilidad en los extremos de la distribucion; sin embargo ambos

3! Otros procedimientos de interpolacion como el kernel smoothing (suavizado) analizado en la seccion
siguiente serian posibles.

32 Este no es el tinico procedimiento practico para calcular quantiles a partir de una muestra ponderada. Un
procedimiento que imita la regla de Patel y Read (1982, p.-261) para observaciones mencionada
anteriormente tomaria como quantil de orden p el estadistico de orden x, tal que F,_; <p y F = p. Con datos
de encuesta en el que el nimero de observaciones es muy elevado los procedimientos de interpolaciéon no
deben afectar mucho a la obtencion de los quantiles pero con datos regionales y/o de paises parece razonable
utilizar reglas que interpolen entre observaciones y sus probabilidades asociadas.
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procedimientos son asintdticamente equivalentes en el sentido de que si fijamos N; =1,

Vi, entonces ambas reglas proporcionaran los mismos resultados conforme n—oo.

Finalmente sefialar que una forma til de inspeccionar visualmente los quantiles

consiste en dibujar la funcion de distribucion acumulativa empirica de probabilidad

(Mood, Graybill y Boes (1974), p.-264), es decir un grafico-XY de F, =X, p, frente x),

s=1,2,...n, en el caso ponderado, o de Ll frente x(), s=1,2,...,n, en el caso simple.
n

Volveremos sobre esta funcion en la seccidn siguiente, cuando consideremos

explicitamente el procedimiento de inferir a partir de una muestra la forma de ¢(x).

Asociados a los quantiles podemos definir medidas adicionales de dispersion, los

rangos inter-quantilicos, cuasi-rangos o rangos de orden p,

RANGO DE ORDEN p: RE,)=E_,-E,, 0<p<05 (12)

y medidas adicionales de posicion, los medios-rangos de orden p,

+
%, 0<p<05 (13)

MEDIO-RANGO DE ORDEN p: Mid — R(é‘;p) =

Obsérvese que para p = 0 obtenemos, R(Eg0) = R(x) y Mid—R(Eo0) = Mid—R(x).

R(&25) es conocido como el rango inter-cuartilico, una medida de dispersion muy
popular como alternativa a la desviacion tipica y en la definicidon de observaciones atipicas
(outliers). Para una distribucion simétrica todos medios-rangos de orden p deben coincidir
y ser igual a la mediana que a su vez debe ser igual a la media, de esta forma estos
estadisticos pueden proporcionarnos informacién muy util acerca de la simetria de la

distribucién y en caso de ser asimétrica sobre la forma de dicha asimetria™.

33 Idénticas medidas adicionales de posicién y dispersion podrian ser definidas a partir del célculo de
sucesivas medianas de las observaciones (Mills (1990), p.-21-26).
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e Medidas de simetria: Puesto que para una distribucién simétrica la media

y la mediana coinciden® parece natural medir el alejamiento de una distribucion de la

simetria a partir del estadistico

ponderado simple
SIMETRIA: S, (x)= W — Med, (x) S(x)= X — Med(x) (14)
SD,(x) SD(x)

cuyos limites de variacion vienen dados por —1<.S,(x),S(x)<1 (Hotelling and Solomons

(1932)).

Ademas puesto que todos los momentos centrales respecto a l1a media de orden
impar son nulos para distribuciones simétricas parece natural utilizarlos para examinar
la simetria de una distribucion. En la practica se suele utilizar solamente el tercer momento,
W3, que para distribuciones simétricas es nulo, U3 = 0. El grafico 1 permite observar dos
funciones de densidad simétricas, la de una distribucion normal estandar y la de una
distribucion #-Student (“Student” (1908a,b)) con 5 grados de libertad, en ambos casos

puede demostrarse que 3 = 0.

El grafico 2 (Mood, Graybill and Boes (1974), p.-76) ofrece una impresion visual
de lo que esperamos cuando pensamos en distribuciones asimétricas, asi la densidad ¢;(x)
se dice que es asimétrica hacia la izquierda, la cola de la izquierda decae més lentamente
que la de la derecha, y en este caso U3 < 0; mientras que la densidad (»(x) es asimétrica
hacia la derecha, la cola de la derecha decae mas lentamente que la de la izquierda, y puede
demostrarse que ahora L3 > 0. Sin embargo las medidas de asimetria deben interpretarse
con cautela ya que el conocimiento de las mismas no proporciona realmente una
informacion fiable acerca de la forma de la distribucion. De hecho para una distribucion
simétrica 3 = 0 pero lo contrario no es cierto, U3 =0 no implica que la distribucion sea

simétrica (Ord (1968)); por ejemplo, la densidad ¢3(x) en el grafico 2 tiene 3 =0, pero

4 . . . .
3* Tambien la moda en el caso de distribuciones unimodales.
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Grafico 1. Distribucion Normal y t-Student

Normal (0,1)




Grafico 2. Simetria

f.(x) F2(x)
my <0 m >0

Asimétrica hacia la izquierda Asimétrica hacia la derecha

f 40
m=0

S

Asimétrica pero con el tercer momento igual a cero



obviamente su forma esta lejos de ser simétrica, ademas pequefios cambios en la curvatura

de ¢3(x) podrian proporcionar valores positivos o negativos de Ll3.

El la practica se utiliza como medida de simetria el tercer momento

convenientemente estandarizado, % , para librarlo de las unidades de medida, y que es

2

lo que se conoce como el coeficiente de simetria.

COEFICIENTE ponderado simple®”
- p,3 }.13 ny ny
DE SIMETRIA: = = = C,=.b =——=—"— 15
n=AB w?  Sp,(x)’ : "om? SD(x) (15)

El estadistico (15) puede ser utilizado para realizar un contraste sobre si nuestras
observaciones proceden de una distribucion simétrica, esto es si ¢(x) es simétrica. Si
denominamos 0; al coeficiente de simetria poblacional entonces Hy: 6; =0 puede ser

contrastado a partir del resultado™®

\/%yl%N(O, 1) bajo Hp: 0, =0

e Medidas de curtosis: ¢l cuarto momento alrededor de la media, 4, es
utilizado con frecuencia como medida del grado de curvatura de una distribucion

alrededor de su centro.

3% Al igual que sucede con la varianza simple el tercer momento simple, m;, puede incorporar un ajuste por
2

grados de libertad, &, = m, , con lo que el coeficiente de simetria podria ser calculado como

.
(n-1)(n-2)
K (Kendall y Stuart (1977, p.-73. 88 y 300), Doan (1992, p.~14-238)).

3/2
2
3% En términos simples el contraste puede incluir un ajuste por grados de libertad (Kendall y Stuart (1977, p.-

317), Patel y Read (1982, Cap.-5.7), Doan (1992, p.-14-238)).
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En la practica, puesto que 4 tiene unidades de medida, lo que se utiliza es el

&
1K

coeficiente de curtosis®’, que no es mas que el cuarto momento estandarizado, . Para

una distribucién normal estandar, grafico 1, el valor de dicho coeficiente es 3, por lo que

normalmente el coeficiente de curtosis se define respecto a la normal como el coeficiente

My
2
2

de exceso de curtosis, Yy, =-—-—3. Distribuciones para las que Yy, =0 se denominan

meso-curticas, cuando 7y, >0 lepto-curticas y cuando 7y, <0 plati-curticas (Pearson
(1906)). Aunque estos nombres se aplican en la practica al valor del coeficiente (de exceso)
de curtosis su origen se debe a que para ciertas distribuciones simétricas regulares

(unimodales), la normal es la referencia mas evidente, valores de y,>0 indican una

densidad mas puntiaguda alrededor de su centro que la distribuciéon normal; mientras que
valores de 7y, <0 indican una densidad mas plana alrededor de su centro que la
distribucion normal. Esto no es sin embargo necesario para otras distribuciones simétricas
o para distribuciones asimétricas, por lo que el coeficiente (de exceso) de curtosis sufre del
mismo defecto que las medidas de simetria, es decir que no siempre mide lo que se supone

que debe medir.

El grafico 3 permite observar con mas detalle la distribucion z-Student con 5 grados
de libertad en relacion a la distribucion normal estandar, observamos que la #-Student es

ligeramente mas puntiaguda que la normal, de hecho para esta distribucion

Y, = M—‘Z‘—3 =6>0. En general para la #-Student M_;; = 3+L, siendo v el numero de
22 2 v-4

grados de libertad. Observamos igualmente como esta distribucion tiene mas densidad en

las colas que la normal.

37 El coeficiente de curtosis fue introducido en estadistica por Pearson (1895).
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Grafico 3. Curtosis

T-Student (5)

4,0

Normal (0,1)




COEFICIENTE DE ponderado simple

My Ky m, m,
CURTOSIS: V,=p,-3=—-3=—"—-3 ¢ =b-3=—-3=—"—
V2 =5, u Var, (x)? 2 n; Var(x)’

-3 (16)
Es posible demostrar que P, >1 (y,>-2) siempre y que para distribuciones

simétricas y unimodales [, >18, ademas se cumple que B, >1+f, (Kendall y Stuart

(1977), p.-88 y 95). Puesto que el cuarto momento eleva a la cuarta potencia la distancia de

las observaciones respecto a la media el coeficiente de curtosis es muy sensible a los

outliers.

El estadistico (16) puede ser utilizado para realizar un contraste sobre si la
distribucién empirica de nuestros datos se asemeja a la forma de una distribucién normal,
lo que se denomina un contraste de curtosis. Si denominamos 0, al coeficiente de exceso

de curtosis poblacional entonces Hy: 6, = 0 puede ser contrastado a partir del resultado®”

‘/2”—4;/2 —4 5 N(O, 1) bajo Hy: 0,=0

En la practica es mas util un contraste conjunto de simetria y curtosis, lo que se
interpreta como un contraste de normalidad (Jarque y Bera (1980)). Al ser los
estadisticos (15) y (16) asintoticamente independientes la hipotesis nula Hy: 6, =60,=0

(Normalidad) puede ser contrastada a partir del resultado™

2
—3m,
2

2

m,

38 . . .
En el caso del coeficiente de exceso de curtosis simple el numerador de ¢, = , m, —3n , puede

incorporar un ajuste por grados de libertad,

2

. 2
“ (n=1)(n-2)(n-3) {(n+1D)m, =3(n—1)m,;

k
con lo que el coeficiente de exceso de curtosis podria ser calculado como k—z (Kendall y Stuart (1977, p.-73,
2

88 y 300), Doan (1992, p.-14-238)).

3% En términos simples el contraste puede incluir un ajuste por grados de libertad (Kendall y Stuart (1977, p.-
326), Patel y Read (1982, Cap.-5.7), Doan (1992, p.-14-238)).

* De nuevo en términos simples el contraste puede incluir un ajuste por grados de libertad.
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6 24

n — S X0 bajo Hy: 0, = 8, = 0 (Normalidad)

Hasta aqui hemos descrito un conjunto de estadisticos que nos permitirdn una
primera caracterizacion de nuestro objeto de estudio, ¢(x), sin embargo esta caracterizacion
sera necesariamente incompleta, los momentos y los quantiles s6lo proporcionan visiones
parciales de la forma de ¢(x), es posible encontrar densidades con formas muy diferentes
pero con sus cuatro primeros momentos idénticos (Joiner y Rosenblatt (1971)). En
términos practicos los dos primeros momentos son de gran importancia puesto que
normalmente es necesario conocer la posiciéon de nuestra variable y tener alguna idea
acerca de su dispersion, los quantiles pueden proporcionarnos una idea del comportamiento
de nuestra variable en las colas de la distribuciéon pero los momentos de orden tercero y
cuarto son de poca utilidad ya que normalmente es dificil concluir algo acerca de la forma
de ¢(x) a partir de ellos, momentos de orden mas elevado son de relevancia practica nula y
por ello no han sido considerados. Una forma de resumir la informacion proporcionada por
(casi) todos nuestros estadisticos sera examinada en el epigrafe 2.6 y la cuestion de como
inferir la forma de ¢(x) a partir de nuestras observaciones sera retomada en la seccion

siguiente.

2.4. “Qutliers”: Identificacion

No existe un criterio universalmente aceptado para la definicion de observaciones
atipicas o outliers. Sin embargo la identificacion de outliers es muy importante ya que
pueden distorsionar gravemente los resultados de un estudio, las observaciones atipicas
pueden deberse a errores en la construccion o publicacion de estadisticas, en cuyo caso
deberan subsanarse o de no ser posible eliminarse del andlisis, pueden ser fendmenos
puramente aleatorios o por el contrario pueden llevar consigo informacién genuina de
interés acerca de determinados fenomenos que deben ser analizados con mds cuidado o
estudiados separadamente. Por ejemplo, Goerlich y Mas (1998c) muestran como sélo dos
observaciones de una muestra de 24 son suficientes para generar los resultados de

convergencia-G observados en la muestra de paises de la OCDE.
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Una regla utilizada con frecuencia para la definicion de outliers se basa en el rango

inter-cuartilico, R(§,)=&,—C&,;, y considera observaciones atipicas todas aquellas
que caen fuera del intervalo definido por &,,—15:R(E,;), como limite inferior, y
€ s +15xR(E,5), como limite superior (Tukey (1977)); es decir x; es considerado un

outlier si

X, <&, —15R(E ) 0 X, > & 55 +15R(E 55)

Para una distribucion normal estandar &,5=-§7;5=-0.674 con lo que
R(§25) = 1.349 y por tanto los limites del intervalo representan 2.698 desviaciones tipicas a
ambos lados de la media o mediana, lo que cubre una probabilidad del 99.30% y en

consecuencia representa una probabilidad de observar outliers del 0.70%.

Esto sugiere una regla alternativa para la definicion de observaciones atipicas
basada en la probabilidad de observacion de las mismas a partir de la referencia a
una normal, por ejemplo para una normal estandar 2.5 desviaciones tipicas a ambos lados
de la media cubren una probabilidad del 98.76%, dejando una probabilidad de observacion
de outliers del 1.24%; 3.0 desviaciones tipicas cubren una probabilidad del 99.73%, lo que
deja una probabilidad de observacion de outliers del 0.27%. Todo se reduce por tanto a
fijar a priori nuestra probabilidad subjetiva asociada a la observacion de un suceso muy
raro, de la misma forma que fijamos el nivel de significacion en un contraste de hipotesis, y
obtener a partir de aqui los limites de un intervalo en términos de desviaciones tipicas de
una normal estdndar. Asi por ejemplo, si dicha probabilidad es fijada de forma arbitraria en
un 0.1% entonces considerariamos outliers a todas aquellas observaciones que cayeran
fuera del intervalo definido por 3.29 desviaciones tipicas a ambos lados de la media
muestral, y si dicha probabilidad fueran fijada en el 1 por milléon, 0.0001%, entonces
considerariamos observaciones atipicas todas aquellas cayeran fuera del intervalo definido
por 4.89 desviaciones tipicas a ambos lados de la media muestral. En términos précticos
consideraremos que estamos en presencia de un outlier cuando una observacion caiga fuera
del intervalo definido por 3.0 veces la desviacion tipica observada en los datos a ambos

lados de la media muestral; es decir x; es considerado un outlier si
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x, <W—3.05D, (x) 0 x, > W+3.08D, (x)

en términos de estadisticos ponderados o

X; <X —3.0-5D(x) 0 X, > X +3.0x5D(x)

en términos de estadisticos simples, lo que como ya hemos dicho para una distribucion
normal representa una probabilidad de observacion de outliers del 0.27%, es por tanto una

regla algo mas restrictiva que la basada en el rango inter-cuartilico.

2.5. Un comentario sobre la transformacion logaritmica

Entre los estadisticos analizados en el epigrafe 3 destaca el hecho de que no hemos
incluido la varianza de los logaritmos como medida de dispersion, o mas concretamente
la desviacion tipica de los logaritmos, a pesar de que este es el estadistico mas
frecuentemente utilizado por la literatura del crecimiento econémico para medir el
concepto de o-convergencia®' y que como ya sefialamos en Goerlich (1998) constituye una
medida habitual de desigualdad al ser independiente de la escala. Su definicion es sencilla
y simplemente consiste en aplicar el concepto de varianza o desviacion tipica al logaritmo

de nuestra variable de referencia:

VARIANZA ponderada simple

> (logx, —logx)’

DE LOS Var,(logx) = 2" p.(logx, —log[X)* Var(logx)= (17)

LOGARITMOS:

*! De hecho Barro y Sala-i-Martin (1995, Cap.-11.1,p.-383-387) identifican el concepto de G-convergencia
con el de la desviacion tipica del logaritmo de la renta per capita.
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donde logit=X" p logx, y logx =

27 logx, . : At
22 08% on el logaritmo de la media geométrica,
n

ponderada o simple respectivamente. En consecuencia la desviacion tipica de los

logaritmos se define como

DESVIACION ponderada simple
TIPICA DE LOSSD, (logx)=+.Var,(logx)  SD(logx)=+4Var(logx) (18)
LOGARITMOS:

La razéon de tal omision es deliberada y responde al hecho de que lo que

pretendemos analizar es la distribucion de x, ¢(x), no la distribucion del logaritmo de x,

0(log x). Aunque evidentemente las dos distribuciones estan relacionadas no constituyen el

mismo objeto de estudio y no nos parece razonable tratar de caracterizar ¢(x) por medio de

la transformacion logaritmica de x. Ciertamente la transformacion logaritmica tiene

propiedades utiles y muy deseables en ciertos contextos, por ejemplo,

(i)

(ii)

(ifi)

la transformacién logaritmica es mon6tonamente creciente y por tanto mantiene el

ranking entre observaciones,

los modelos teoricos son mas facilmente resolubles mediante aproximaciones
logaritmico lineales en torno al estado estacionario (Barro y Sala-i-Martin (1995)) y

en consecuencia SD(logx) puede tener un sentido concreto en un modelo

particular,

si logx tuviera una distribuciéon normal entonces la distribucion de x seria
lognormal (Aitchison y Brown (1957), Nelson (1973, Cap.-6.7), Hart (1995)) y esta
es una distribucion frecuentemente utilizada en el andlisis de la distribucion
personal de la renta y la riqueza por algunas de sus especiales caracteristicas

(Cowell (1995))*,

2 Ademas es este caso log(1 + CV(x)?) = Var(log x), por lo que existe una relacién uno a uno entre CV(x) y
SD(log x) como medidas de dispersion y en consecuencia ambos estadisticos proporcionan la misma
informacion. Aitchison y Brown (1957) Tabla A.1, p.-154 tabulan para la distribucion log-normal la relacion
entre CV(x) y SD(log x).
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(iv) st la dispersion en una variable es proporcional al nivel de la misma Ila
transformacion logaritmica estabiliza la varianza y reduce problemas de
heterocedasticidad (Spanos (1986, p.-487)), esta es una de las razones por la que la

transformacion logaritmica es tan popular en econometria aplicada, y

v) los logaritmos tienen una clara justificacion en la literatura sobre indices de
desigualdad, donde normalmente se desea dar mas importancia a las transferencias
de renta en el extremo inferior de la distribucion, discriminando de esta forma
positivamente hacia los pobres (Villar (sin fecha, p.-13)), sin embargo este no tiene

por que ser el caso en el tema de la convergencia entre regiones economicas.

Es cierto que la transformacion logaritmica libra a los estadisticos de las unidades
de medida y los hace independientes de la escala, sin embargo no encontramos ninguna
clara ventaja en esta transformacion como forma de caracterizar ¢(x), la reduccion de los
problemas de heterocedasticidad puede ser mas un inconveniente que una ventaja al
enmascarar caracteristicas importantes en la evolucion de ¢(x) en el tiempo, especialmente
en el extremo superior de la distribucion; por otra parte no estamos interesados en
discriminar a favor o en contra de la reduccion en la dispersion en determinadas partes de
la distribucion y perdemos claramente intuicion, asi por ejemplo podemos examinar el
rango de nuestra variable pero no estd muy claro el significado que debemos otorgar a los
logaritmos de las observaciones extremas de nuestra muestra. Sin embargo la razén mas
importante que encontramos para no utilizar la desviacion tipica de los logaritmos como
medida de dispersion, al menos en un sentido unico, es que como es bien conocido no
verifica el principio de las transferencias de Pigou (1912)-Dalton (1920) (Cowell (1995, p.-
149), por lo que tal y como han puntualizado acertadamente Foster y Ok (1999) es posible
encontrar casos de relevancia practica en los que una reduccion en la dispersion global en
la distribucién, en el sentido de dominancia de Lorenz (1905), vayan acompafiados de un

incremento en SD(logx).

Debemos observar ademds algunas peculiaridades de interés asociadas a esta
medida. En primer lugar, tal y como ha sido utilizada por la literatura del crecimiento, se
utiliza siempre la version no ponderada del estadistico, por lo que implicitamente esta

literatura estd interesada en la distribucion de la renta per capita de los paises o las
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regiones y no de la poblacion subyacente a los mismos. En segundo lugar el estadistico
ponderado utiliza como ponderacion para log x; la misma que para x;, lo que hace perder de
nuevo intuicidén y sugiere una agregacion por medias geométricas en lugar de por medias
aritméticas (Attanasio y Weber (1993)), sin embargo la media del agregado, que es

observable, es la media aritmética, |, no la geométrica, L. Esta es la razon por la que en

ocasiones la desviacion de los logaritmos de x se realiza respecto del logaritmo de la media

aritmética, logu, en lugar de respecto del logaritmo de la media geométrica, log[l;

generando de esta forma una medida alternativa de dispersion, la denominada varianza
logaritmica (Cowell (1995), Goerlich (1998))**; sin embargo esta medida tampoco verifica
el principio de las transferencias de Pigou (1912)-Dalton (1920) (Cowell (1995, p.-149)) y

no sera considerada.

Sin embargo la transformaciéon logaritmica puede alterar algunas de las
caracteristicas importantes que podemos inferir acerca de ¢(x) de los estadisticos
calculados, por ejemplo la transformacion logaritmica, al comprimir la escala de la variable
tiene éxito en reducir o eliminar el nimero de observaciones atipicas, esto puede ser una
clara ventaja en ciertos contextos, por ejemplo en el analisis de regresion, Goerlich (2000),
pero es en realidad un inconveniente en términos de la caracterizacion de ¢(x), ya que
podemos perder algunas de las caracteristicas importantes de la distribucion de nuestra

variable, y el enmascaramiento de los outliers puede ser una de ellas**.

En este sentido la desviacion tipica de los logaritmos no proporcionan ninguna
ventaja adicional sobre el coeficiente de variacion como medida de dispersion
invariante respecto a la escala, y aunque util en ciertos contextos no parece presentar

ventajas si lo que pretendemos es caracterizar la distribucion de una variable.

* Obsérvese que centrar los logaritmos de x; en log W en lugar de en log[i no es equivalente a considerar
Var, (logz,), ya que por definicion Var, (logz,)=Var, (logx,), independientemente de las ponderaciones.

La varianza logaritmica quedaria definida en términos de los momentos centrales como
2 (logx, —logx)’

W, (logx,logn)= 2" p.(logx, —log)’ en el caso ponderado, y como m,(logx,logx)= .

en el caso simple.
* Esto indica que ciertos ejercicios (Gardeazabal (1996)) pueden no proporcionar los mismos resultados si no
tomaramos logaritmos.
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2.6. A modo de resumen: “Box-plots”

Ofrecemos en este epigrafe una forma grafica y conveniente de resumir gran parte
de la informacion suministrada por los estadisticos descriptivos que hemos descrito en esta
seccion, los denominados diagramas de caja o box-plots que proporcionan una forma

rapida de examinar los datos.

Un box-plot no es mas que una representacion plana de algunas de las
caracteristicas mas sobresalientes de un conjunto de datos. Proporciona informacién que
esta a medio camino entre los estadisticos descriptivos y una representacion de un
histograma, su principal ventaja es que dado que es una representacion plana pueden
observarse simultineamente varios box-plots en un mismo grafico lo que permite el estudio
dindmico de la evolucion de algunas caracteristicas importantes de la distribucion de la
variable en cuestion, por ejemplo existencia, aparicion o desaparicion de outliers,
dispersion o concentracion de los datos, asi como la simetria o asimetria de la distribucion.

De hecho una de las utilidades basicas de los box-plots es el analisis grafico de outliers.

A continuacion describimos un box-plot estandar, que adopta la definicion de
outliers basada en el rango inter-cuartilico y examinada en el epigrafe 2.4, existen otros
tipos de box-plots mas completos o que adoptan otra definicion de las observaciones
atipicas pero no seran mencionados en este trabajo (Tukey (1977), McGill, Tukey y Larsen
(1978), Velleman y Hoaglin (1981), Mills (1990, Cap.-3, Sec.-3.4), Cleveland (1993),
Everitt (1994)).

Un box-plot, con todos sus elementos, puede examinarse en el grafico 4. El eje
horizontal carece de sentido y simplemente representa cada variable en cuestion, mientras
que el eje vertical representa la escala de la variable. El cuadrado o caja, box, representa el

rango inter-cuartilico, el cuartil 0.75, & ., constituye la parte superior y el cuartil 0.25,
€., constituye la parte inferior del cuadrado. Por construccion dentro del box esta

contenido el 50% de la masa de probabilidad de la distribucion. La altura del box
representa, por tanto, el rango inter-cuartilico, que como ya hemos indicado constituye
una medida de dispersion habitual. Un rango inter-cuartilico mayor se visualizard mediante

un box de mayor altura indicando que el 50% de la densidad de x esta relativamente
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Grafico 4. Box-Plot

Escala
de la | _ _
variable 22 :} ___— Outliers superiores
207 —J . — Valor adyacente superior
151
5 _I—Mediana
01 "~ Media
5+ \
-101 X.25
157 o Valor adyacente inferior
-20 1 . . .
o5 — Outliers inferiores

Variable



dispersa. Por el contrario, un rango inter-cuartilico menor se visualizara mediante un box

mas corto, e indica que el 50% de la densidad de x esté relativamente concentrada.

La linea horizontal dentro del bhox, cs l1a mediana o cuartil 0.50. Una medida de
posicion de la distribucion de la variable. La localizacion de esta linea respecto a los
limites superiores o inferiores del box proporciona informacion grafica sobre la forma de la
distribucion, si la mediana no esta en el centro del box la distribucion es asimétrica. En el
caso del grafico 4 existe evidencia de asimetria hacia la izquierda, es decir hacia la parte
inferior de la distribucion. En ocasiones la linea que representa la mediana se complementa
con una indicacion de la media, una x en el grafico 4; la relacion entre la mediana y la
media proporciona evidencia adicional sobre la simetria de la distribucidn, asi en nuestro
ejemplo del grafico 4 la distancia entre la media y la mediana refuerza la evidencia sobre la

asimetria mencionada anteriormente.

Dos lineas verticales aparecen en los limites superior e inferior del box, el final de
estas lineas, dibujadas de forma horizontal, se conoce como valor adyacente, superior e
inferior respectivamente. A partir del rango inter-cuartilico, R(§,s), el valor adyacente
superior se define como el valor observado de la variable representada no mayor que

s +15xR(E ,5), y el valor adyacente inferior como el valor observado de la variable
representada no menor que &, —1.5:R(§ ;). La maxima longitud posible entre valores
adyacentes vendra dada por el intervalo [§ 5 — L5xR(E ,5) , & ;5 + L5:R(E ,5)] pero en general

presentara un recorrido menor ya que dentro de este intervalo buscaremos las
observaciones extremas para determinar dichos valores. Los valores adyacentes son, por
tanto, estadisticos de orden, x(,, que se corresponden con observaciones actuales de la
variable en cuestién y que cubren el rango de observaciones que no consideraremos como

outliers.

Finalmente, las observaciones mas alla de los valores adyacentes son los
outliers, superiores si son mayores que el valor adyacente superior, ¢ inferiores si son
menores que el valor adyacente inferior. Estos valores son representados de forma
individual por pequenas lineas horizontales, asi en el ejemplo del grafico 4 podemos

observar 3 outliers superiores y 2 inferiores. Los valores adyacentes cumplen de esta forma
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una doble mision, por una parte nos delimitan el rango de observaciones que no
consideraremos como atipicas y por otra nos indican la distancia entre los valores extremos
de dichas observaciones y los outliers, lo que permite observar la lejania o proximidad de
los mismos respecto a la mayor parte de la distribucion. Es posible que no existan outliers,
de forma que los valores adyacentes sean en realidad los valores extremos del conjunto de
observaciones, el maximo y/o el minimo de la distribucioén. Las diferentes posibilidades

pueden examinarse en el grafico 5.

Obviamente los box-plots pueden calcularse a partir de estadisticos simples o
ponderados si bien en este ultimo caso la existencia de observaciones atipicas no nos dice
nada acerca de la masa de probabilidad asociada a dichas observaciones. En este caso se

impone un tratamiento individualizado de los outliers.

En resumen, dado el R(E,s), obtenido a partir de &5 y & 75, calculamos el intervalo

[€.25 —L5xR(E 55), & 55 + 15xR(E ;)] y determinamos los valores observados méximo y

minimo dentro de dicho intervalo, estos valores constituyen los valores adyacentes,
superior e inferior respectivamente. Todas las observaciones que caen fuera de dicho
intervalo son consideradas outliers. Los outliers se definen pues como aquellos valores que
caen fuera de 1.5 veces R(§s) por encima y por debajo del mismo. Por construccion si no
existen outliers los valores adyacentes son los estadisticos de valor extremo de la
distribucion, y en este caso la distancia entre valores adyacentes representa el rango de
las observaciones, R(x), otra medida de dispersion. En consecuencia los box-plots resumen
gran parte de la informacion ofrecida anteriormente y son tutiles fundamentalmente por dos
motivos; (7) para la determinacion y evolucion de los outliers, y (ii) en relacion al estudio
de la dispersion o concentracion de la distribucion, mas exactamente del 50% de la

densidad de probabilidad asociada al R(E »s).

En la practica se representan varios box-plots correspondientes a diferentes
variables en un mismo grafico de forma que podemos observar rapidamente las
caracteristicas principales de los datos, asi como las diferencias entre variables. El grafico 5
contiene box-plots para cuatro variables que cubren todos los casos posibles de relevancia

préactica. Para la variable 1 observamos outliers, tanto superiores como inferiores, sin
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embargo mientras los outliers inferiores se encuentran relativamente cerca de su valor
adyacente los outliers superiores estan mucho mas distanciados del valor adyacente
superior lo que indica una mayor singularidad en estas observaciones. Para la variable 2
solo se observan outliers inferiores de forma que el valor adyacente superior se
corresponde con el maximo de los valores observados, x(»); por el contrario para la variable
3 so6lo se observan outliers superiores de forma que el valor adyacente inferior se
corresponde con el minimo de los valores observados, x(i). Finalmente la variable 4 no
presenta observaciones atipicas por lo que los valores adyacentes son en realidad el valor
maximo y minimo de la variable, x(; y x(), de esta forma observamos el rango de la
variable. Dejando al margen los outliers solo la variable 1 parece presentar una cierta

asimetria hacia la derecha.
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3. Estimando la funcion de densidad de probabilidad de una variable

(convergencia-0)

La seccion anterior ha descrito de forma exhaustiva una serie de estadisticos que
nos permitieran estudiar diversas peculiaridades de ¢(x) prestando especial atencion a la
dispersion en la distribucion, es decir al concepto de 6-convergencia. Esta seccion ampliara
el analisis anterior considerando ¢(x) en su totalidad en la linea sugerida repetidamente por
Quah (1993a,b) y que ya vislumbramos al finalizar la seccion anterior, donde tratamos de
resumir la informacion proporcionada por los estadisticos calculados; los box-plots eran
utiles pero una caracterizaciéon completa de ¢(x) todavia quedaba lejos. Una vez ¢(x) haya
sido caracterizada en su totalidad serd posible examinar la convergencia de toda la
distribucion, no soélo de algunas caracteristicas parciales de la misma, lo que podriamos

denominar d-convergencia.

Buscamos ahora una estimacion directa de la forma de ¢(x), ya que ello nos
proporcionara informacion relevante sobre las caracteristicas de esta funcion, tales como la
dispersion, la asimetria, la forma de la distribucién en relacion a la normal, o la posibilidad
de la existencia de multiples méaximos locales (modas) y la formacion de clubs
diferenciados de regiones. La gran cantidad de estadisticos descriptivos calculados en la
seccion anterior ofrecian respuestas parciales a estas cuestiones y en ocasiones era dificil
extraer conclusiones claras a partir de tanto estadistico, sin duda alguna la mejor forma de
obtener una vision clara acerca de ¢(x) es conocer su forma. La primera cuestion de interés
es, probablemente, saber si es posible inferir la forma de ¢(x) a partir de los estadisticos
estudiados en la seccion anterior. El problema tedrico de si una funcién de densidad® es
determinada o no por la secuencia de sus momentos es conocido en estadistica tedrica
como ¢l problema de los momentos, y la respuesta es en general negativa, aunque bajo
ciertas condiciones poco restrictivas una secuencia de momentos si determina de forma
unica O(x), la razén por la cual los momentos son muy utiles desde un punto de vista

tedrico y en consecuencia son ampliamente utilizados (Mood, Graybill y Boes (1974, p.-

4 . . ., .
> De distribucion para ser rigurosamente exactos.

46



81), Kendall y Stuart (1977, p.-89)). Desde un punto de vista practico un conjunto de
estadisticos descriptivos, por muy numeroso que sea, no permite inferir la forma de ¢(x), si
bien como hemos observado podemos determinar algunas de las caracteristicas relevantes

de la densidad de x, por ello deberemos acometer directamente el problema de estimar ¢(x).

La literatura estadistica ha tomado dos aproximaciones diferentes a la hora de
enfrentarse con el problema de estimar ¢(x), en primer lugar la aproximacion
paramétrica postula una forma funcional para ¢(x), tal como la distribucién normal, la #-
Student o la distribucion log-normal (Aitchison y Brown (1957)), esta funcién depende de
una serie de parametros que caracterizan completamente la densidad de x por lo que el
problema se reduce a estimar estos parametros, una vez estos parametros han sido
estimados ¢(x) esta caracterizada completamente, su forma puede observarse simplemente
dibujando la funcion y = ¢(x) y todos los momentos, quantiles y estadisticos descriptivos
como las medidas de desigualdad, incluyendo la curva de Lorenz (1905), analizadas en
Goerlich (1998) pueden ser directamente calculadas a partir del conocimiento de ¢(x). El
ejemplo mas sencillo lo proporciona la distribucién normal, si la densidad subyacente a las
observaciones, ¢(e), fuera la normal, entonces nuestro problema se reduciria a encontrar
estimaciones de la media y la varianza, ya que estos dos parametros caracterizan
completamente la distribucion normal, estimaciones de estos parametros pueden ser
obtenidos a partir de los datos como [l y 1, =G y sustituyendo estas estimaciones en la

formula correspondiente nuestro problema ha sido resuelto,

y=000) =%exp{—1.w}

216> 2 o

De esta forma hemos invertido el proceso, no buscamos caracteristicas indirectas de
0(x), ahora conocemos la distribucion de la variable de interés y a partir de ella podemos
calcular todos los estadisticos y medidas de desigualdad que deseemos, si queremos
comparar dos distribuciones en el tiempo no tenemos mas que estimar los parametros
relevantes en esos dos momentos y comparar las funciones resultantes, o calcular a partir

de ellas el estadistico en el que estemos interesados y observar su evolucion.
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La teoria de la estimacion estadistica esta lo suficientemente desarrollada como para
que esta sea una forma operativa de estimar ¢(x) una vez la forma funcional se supone
conocida, sin embargo esta es la cuestion crucial en el procedimiento, hemos de conocer
la forma funcional de ¢(x) y no existe un procedimiento general para saber cual es la
forma funcional més apropiada en cada caso concreto. De las caracteristicas particulares de
las distribuciones (Johnson y Kotz (1970), Hastings y Peacock (1974), Evans, Hastings y
Peacock (1993)) es posible inferir algunas distribuciones utiles en casos particulares, por
ejemplo en el andlisis de la distribucion personal de la renta las dos distribuciones mas
utilizadas (Cowell (1995, Cap.-4)) por sus peculiares caracteristicas son la distribucion
log-normal (Aitchison y Brown (1954, 1957)) y la distribucion de Pareto (1965, 1972)
para el extremo superior de la distribucion (Spanos (1986, p.-61)); sin embargo muchas
otras son utilizadas, tales como la distribucion Beta (Thurow (1979), Slottje (1984)), la
distribucion Gamma (Salem y Mount (1974), McDonald y Jensen (1979)) o la
distribucion sech® (Fisk (1961)), con el argumento de que representan mejor conjuntos
particulares de datos. En ocasiones, y dada la compleja estructura de las muestras reales, se
trata de ajustar distribuciones mixtas (Titterington, Smith y Makov (1985), Hamilton
(1994, Cap.-22.3)), donde diversas distribuciones se combinan para representar diferentes

partes de la distribucion.

Este inconveniente, la necesidad de conocer la forma funcional, convierte a la
aproximacion paramétrica para la estimacion de ¢(x) en poco operativa en la practica como
instrumento descriptivo, y ello a pesar de la existencia de software especializado que
ofrece, para una muestra de datos concreta, un ranking de distribuciones probables entre un
gran conjunto a partir de la comparacion de las diversas estimaciones mediante estadisticos
de bondad del ajuste (BESTFIT*°, Palisade (1997)). Cuando este procedimiento semi-
automatico es aplicado a los datos de la renta per capita provincial normalizada en 1955 y
1995 los resultados que obtenemos se muestran en el grafico 6. En ambos casos se ofrece la
“mejor” distribucion obtenida a partir de una ordenacion de todas las intentadas y donde la
ordenacion se ha efectuado de acuerdo con el criterio de bondad del ajuste de Anderson-
Darling (1954), un criterio similar al de Kolmogorov-Smirnov (Mood, Graybill y Boes

(1974, p.-508)) pero que pone mas €nfasis en las colas de la distribucion y no depende del

% Este programa considera un total de 26 funciones de distribucion posibles.
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numero de intervalos en los que se clasifican las observaciones® (Stephens (1974, 1977),

Chandra, Singpurwalla y Stephens (1981)).

Griéfico 6 (i) - Renta per capita provincial normalizada: 1955
y “mejor” distribuciéon ajustada: Pearson V (o)
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Grafico 6 (ii) - Renta per capita provincial normalizada: 1995
y “mejor” distribucion ajustada: Beta (0(;,00)
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Observamos que para 1955 la “mejor” distribucion es de tipo Pearson V*%, para este
afo el histograma de partida permite observar algunos outliers en la cola derecha de la
distribucion. En 1995 la distribucion ha cambiado sustancialmente, en primer lugar el

rango de los datos se ha reducido, notese que la escala en ambos graficos es ligeramente

*" El procedimiento construye un histograma para las observaciones y ajusta la distribucion a partir de él,
Palisade (1997) ofrece informacion sobre los procedimientos de calculo.
* Los valores estimados de los parametros fueron oo =9.04 y p = 7.03.
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diferente, ahora la cola derecha de la distribucidon no aparece tan aislada del resto como en
1955 y finalmente la distribucién también ha cambiado, la que mejor ajusta nuestros datos

ahora en una distribucién Beta®.

Lamentablemente el software empleado no permite la utilizacion de datos
ponderados™ aunque estos pueden ser aproximados simplemente replicando las
observaciones de acuerdo con su frecuencia relativa. En la practica los datos de la renta per
capita normalizada del grafico 6 fueron ampliados hasta un total de 2.000 observaciones
manteniendo la estructura poblacional del afio correspondiente, de esta forma la muestra
fue replicada 40 veces de acuerdo con la ponderacion observada. Los resultados de la
estimacioén de las funciones de densidad ponderadas se ofrecen en el grafico 7 a partir de un

histograma construido con los mismos intervalos que en el caso anterior.

Grafico 7 (i) - Renta per capita provincial normalizada: 1955
y “mejor” distribucion ajustada: Pearson V (o) - Datos ponderados
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* Los valores estimados de los parametros fueron o = 1.32 y o, = 2.60; puesto que el dominio de definicion
para la distribucion Beta es el intervalo cerrado [0,1] los datos son transladados a este intervalo antes de
proceder al ajuste.

>0 Si permite, sin embargo, la utilizacion de datos en términos de densidad, es decir un valor y su probabilidad
asociada. Introduciendo los datos de renta per capita y poblacién de cada provincia de esta forma el
programa produjo resultados totalmente insatisfactorios y carentes de sentido.
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Grafico 7 (ii) - Renta per capita provincial normalizada: 1995 y segunda “mejor”
distribucién ajustada: Beta (04,0,;). Datos ponderados
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Para 1955 la “mejor” distribucion sigue siendo de tipo Pearson V pero la
distribucion no es la misma puesto que los parametros ahora son diferentes®’. En 1995 la
distribucion ponderada ha cambiado sustancialmente, al igual que sucedia con la
distribucion simple, de hecho la “mejor” distribucion estimada por BESTFIT se
corresponde con una distribucién uniforme®”, lo que es poco informativo, por ello el
grafico 7 (if) ofrece la segunda distribucién en el ranking que se corresponde, al igual que

en el caso del grafico 6 (if), con una distribucién Beta™.

Estos ejemplos ponen de manifiesto que la aproximacion paramétrica al

problema de estimar ¢(x) carece de generalidad y es poco flexible.

>! Los valores estimados de los parametros fueron o= 6.39 y B = 5.40.
>* La “mejor” distribucion ajustada fue en realidad la siguiente distribucion uniforme

Grafico 8 - Renta per capita provincial normalizada: 1995 y
“mejor” distribucion ajustada: Uniforme (0,,0;) - Datos ponderados
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>3 Los valores estimados de los parametros fueron ahora o, = 1.45 y o, = 2.24. Los datos fueron transladados
al intervalo cerrado [0,1] antes de proceder al ajuste.

51



En segundo lugar, la literatura estadistica ha adoptado una aproximacion no-
parameétrica al problema de la estimacion de ¢(x) que es mucho mdas util en nuestro
contexto. Esta aproximacion no presupone ninguna forma funcional para la densidad
de x, simplemente supone que cada observacion, x;, proporciona cierta informacion acerca
de la densidad subyacente a las observaciones dentro de un intervalo (“ventana”) alrededor
de x;. A continuacién describiremos brevemente la intuicion de esta forma de proceder y el
método concreto seguido en nuestro caso, al igual que en el resto del trabajo enfatizaremos
la intuicion de los aspectos teodricos del método y describiremos con cierto detalle los
aspectos practicos mas relevantes. Monografias utiles en este contexto, que constituye una
verdadera rama de la estadistica y el andlisis de datos, son Silverman (1986), Scott (1992),

Wand y Jones (1994) y Simonoff (1996).

Senalemos en primer lugar que lo que tratamos de estimar en esta seccion es una
funcion, ¢(x), sin ofrecer una forma funcional para la misma; por el contrario en la seccién
anterior tratdbamos de estimar caracteristicas particulares de ¢(x) que eran reflejadas en los
correspondientes estadisticos y que en la practica eran simples nimeros reales, ahora
obtendremos no un niimero real sino un conjunto de puntos (x,y) que corresponden a la
funcién y = ¢(x) y cuya representacion grafica nos proporcionard una impresion visual de la
densidad que estamos buscando. Es este conjunto de puntos, (x,)), el que constituye nuestra
estimacion de ¢(x), la funcién de densidad de probabilidad de la poblacion subyacente, y a
la que denominaremos (T)(x). En segundo lugar, la exposicion se realizard ahora en
términos de la variable x y una muestra de n observaciones, cuya funcion de densidad
subyacente tratamos de estimar, de esta forma, para ganar intuicion y claridad en los
argumentos, expondremos el caso de la estimacion simple mencionando a lo largo del texto
las modificaciones correspondientes para la estimaciéon de la densidad en términos

ponderados.

La mejor forma de entender la construccién de una estimacion no paramétrica de
O(x) es, probablemente, partir del histograma (Kendall y Stuart (1977, Cap.-1)), que
constituye en realidad el estimador mas antiguo y conocido de la funciéon de densidad. Un

histograma no es mas que el conjunto de rectdngulos que aparece en el grafico 6 detras de
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la densidad estimada por BESFIT >* (Palisade (1997)), su construccién se basa en elegir
un punto de origen, digamos xo, y una longitud, %, que permitan definir los intervalos

que dan base al histograma y que vienen definidos por [xo +m.h,x, +(m +1).h)me N,

donde los intervalos se eligen cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha para que la
definicidn sea apropiada y no existan ambigiiedades. Una vez determinados los intervalos

el histograma, H(x), se define como

2" I(x&x, € [x, + mh,x, +(m+1).h)) e

H(x)= n.h

N (19)

donde /(e) es la funcion indice que toma el valor 1 si se cumple la condicién y 0 en caso
contrario y el divisor asegura que la suma de las areas de los rectangulos es igual a la
unidad™, lo que permite dar al histograma una interpretacion en términos de frecuencias
relativas. El numerador de (29) simplemente determina el nimero de observaciones x; que

pertenecen al mismo intervalo que x.

En muchas ocasiones la longitud del histograma se limita al rango de variaciéon de
la variable de forma que el histograma se representa entre los valores minimo, x(1), y
maximo, x(,, de x; en este caso xo = x(1) y dado exdgenamente el numero de intervalos en
los que clasificar las observaciones®, k> 1, el valor de % se determina automaticamente

Xy ~ X

como h= , donde obviamente x(, siempre se asigna al ultimo intervalo, ahora m

toma valores en el rango 0<m<k En este caso la eleccion de k determina
automaticamente la longitud del intervalo, 4, y el rango de variacion de m. Esta es la forma

en la que los histogramas de los graficos 6 y 7 han sido generados.

> De hecho este programa organiza la informacion mediante un histograma antes de proceder a ajustar las
funciones de densidad paramétricas.

> En este sentido n en el divisor es opcional y en ocasiones no se incluye, % es opcional solo si la longitud de
todos los intervalos es la misma, en otro caso una impresion visual correcta requerira el correspondiente
ajuste segun la longitud del intervalo (Kendall y Stuart (1977, Cap.-1)).

%% Por razones que se haran evidentes a lo largo de esta seccion el problema de la selecciéon del numero de
intervalos en la construccion de histogramas es enteramente equivalente a la seleccion del tamafo de la
“ventana” o parametro de suavizado en la estimacion no paramétrica de la funcién de densidad. En ausencia
de informacioén a priori podemos utilizar la aproximacion normal de Scott (1979) y determinar k£ como

k= [(4n)%] , donde [e] indica la “parte entera de”.
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Obsérvese que la construccion de un histograma exige dos elecciones, un punto de
origen, xo, y una longitud de intervalo, 4, y que es esta ultima eleccion la que
fundamentalmente determina el grado de suavidad (smoothing) que impondremos sobre la
representacion grafica, es decir sobre los datos®’. Esta tiltima afirmacién puede ser vista

claramente si consideramos los dos casos extremos entre los que puede variar /4, por una

parte si / cubre todo el rango de la variable entonces H(x) :% Vx €[x),X,,] con lo que

obtendremos un histograma plano completamente inttil para describir los datos, en el otro
extremo si k4 es tan pequefio que en cada intervalo s6lo entra como méaximo una

observacion entonces obtendremos tantos rectaingulos como observaciones, todos ellos de

. 1 e :
la misma altura, H(x)= T lo que tampoco nos permitird ver nada interesante, como
n.

argumenta Scott (1992) tenemos ahora un problema de “demasiada tinta”. Sin acudir a

ejemplos tan extremos el efecto del valor de / sobre la impresion visual que transmite el

. 4 x n _x
histograma puede ser observada en el grafico 9, en el que xo=x1) y £ =" "0 e

forma que la representacion grafica abarca sélo el rango de la variable, x.

Podemos observar en el grafico 9 como un valor de # demasiado grande, pocos
intervalos considerados en (i), hace que perdamos caracteristicas importantes de los datos,
en otras palabras las observaciones han sido suavizadas en exceso, mientras que un valor
de /# demasiado pequefio, muchos intervalos considerados en (iii), da la impresion de una
estructura demasiado erratica en las observaciones, en ambos casos se hace dificil extraer
conclusiones, en el primer caso, por ejemplo, la estructura de las observaciones en el
entorno de 1 estd practicamente ausente del histograma, mientras que en el ultimo caso
aparecen demasiadas puntas de las que no parece extraerse un patroén excesivamente claro.
Obviamente un valor de % entre estos dos extremos, (if), proporciona no s6lo una mejor

impresion visual sino una estructura mas interpretable.

37 La eleccion del punto de origen es menos problematica aunque no estd exenta de problemas (Silverman
(1986, Cap.-2.2)).
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Grafico 9
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Dos observaciones son importantes antes de proseguir: (Z) el histograma puede ser
generalizado permitiendo longitudes de los intervalos variables; formalmente, definidos
k intervalos de longitud variable, /;, que cubran el rango de las observaciones, el

histograma queda definido ahora como

_ 1 2%, I(x, en el mismo intervalo que x)

H(x) (20)

n longitud del intervalo que contiene x
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lo que obviamente anade complejidad a la eleccion de los diferentes 4 adecuados para cada
intervalo. Esta es una situacion corriente en los estudios sobre distribucion de la renta con
datos microecondémicos donde pocas observaciones en la cola derecha de la distribucion
hacen aconsejable la ampliacion del los intervalos en los tramos de renta mas elevados

(Cowell (1995, Cap.-5)).

Y (i), la introduccion de ponderaciones en el analisis simplemente requiere sumar
el peso NV; de la observacion x; cuando esta pertenece a un intervalo determinado, puesto

que esta observacion cuenta como N; observaciones, y sustituir el tamafo muestral, n, por
la suma de los pesos, N=X" N,, de esta forma sumamos pesos en lugar de

observaciones; con ello (19) se redefine como

N I(x & x; €[x,+m.h, x,+(m+1).h))

H,(x)=
N.h

me % (21)

_Xp I(x & x; €[xy+m.h, x,+(m+1).h))

h
y (20), cuando los intervalos son variables, como
H (x)= X! N,..I(x, en el mismo intervalo que x)
¢ Nx(longitud del intervalo que contiene x) @)

_ X7, p,.I(x, en el mismo intervalo que x)

longitud del intervalo que contiene x

Los histogramas son muy utiles como instrumentos para describir ciertas
caracteristicas de los datos pero son claramente insuficientes como estimaciones de ¢(x).
En primer lugar, puesto que nuestra variable es continua, deseariamos una estimacion
suficientemente suave de ¢(x) como para que no presentara discontinuidades, en general
podemos suponer que la densidad de x es diferenciable en todo el dominio de definicién de
nuestra variable y deseariamos que esta caracteristica fuera reflejada por nuestra
estimacion, por tanto las discontinuidades y saltos asociados al histograma son un grave
inconveniente para su utilizacion en ciertos contextos. En segundo lugar, es posible

mejorar la precision y la eficiencia con la que son utilizadas las observaciones por un
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histograma en términos de varias descripciones matematicas generalmente aceptadas de
precision o eficiencia, por ello parece natural tratar de mejorar nuestra estimacion de ¢(x) a
partir de un histograma. Vale la pena sefialar, sin embargo, que los histogramas fueron los
unicos estimadores no-paramétricos posibles de ¢(x) hasta mediados de los 50 en que
Rosenblatt (1956) y Whittle (1958) propusieron el tipo de estimadores que consideraremos

a continuacion.

Supongamos que cada observacion, x;, de nuestra muestra proporciona cierta

informacion acerca de la densidad subyacente a las observaciones dentro de un intervalo

o 1
alrededor de x; y dibujemos, con centro en cada x;, un rectingulo de base 24 y altura i
n

obtengamos ahora la ordenada de nuestra funcion, y = ¢(x), como la suma de las alturas de

los rectangulos superpuestos, el grafico 10 ilustra esta situacion con 5 observaciones.

Este estimador, que fue inicialmente propuesto por Fix y Hodges (1951), puede ser
visto como un intento de construir un histograma donde cada observacion, x;, sea el centro
de un intervalo, liberando de esta forma al histograma de una eleccion particular del origen
del mismo; queda por resolver, sin embargo la eleccion de la longitud de los intervalos,
controlada por el pardmetro /4, y que determina el grado de suavidad que impondremos

sobre los datos.

El estimador representado en el grafico 10 mejora, respecto al histograma del
grafico 9, la eficiencia con la que los datos son utilizados pero no es todavia un estimador
satisfactorio como estimador de nuestra funcién ¢(x), al igual que sucedia con el
histograma presenta saltos, ahora en los puntos x; * 4, por lo que la estimacidon no es
suficientemente suave, esta naturaleza de escalones puede proporcionar una vision
demasiado erratica de las observaciones, ademas no recoge la diferenciabilidad de ¢o(x) y
finalmente todavia es posible mejorar la precision y la eficiencia con la que son utilizadas

las observaciones. Por todo ello consideraremos una generalizacion de este estimador.

Sin embargo desde nuestro punto de vista lo importante es que el estimador que

hemos descrito puede ser formulado algebraicamente como
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&(x)=ihiw(";xf) 23)

nn-i_

siendo (e) una funcién de ponderacion definida por

.
5 oSt |s|<1
o(s)=12 (24)

0 en otro caso

A partir de la formulacion (23) es facil superar algunas de las dificultades asociadas
al estimador definido por (23)-(24), simplemente remplazando la funcion de ponderacion

o(®) por una funcién continua y diferenciable, K(e), tal que
[TK(s)ds=1 25)

con lo que el estimador que estamos buscando queda definido como

N 1 & X=X,
“’(x)‘E;K( p ) (26)

este estimador de ¢(x) es conocido en la literatura estadistica sobre estimacién no-
paramétrica de funciones de densidad como estimador kernel con kernel K(e), del que el
estimador (23)-(24) es un caso particular. Este serd el tnico tipo de estimador de ¢(x),
ademas del histograma, que consideraremos en este trabajo, aunque no es el tnico existente
(Silverman (1986), Scott (1992), Simonoff (1996)). La construccion de dicho estimador
requiere, al igual que en el caso del histograma, dos elecciones, la funcion kernel, K(e), y
el parametro de suavizado, 4, también llamado ancho de “ventana” o de banda, por
diversos autores. De estas dos elecciones nos ocuparemos a continuacién pero primero

debemos ganar algo de intuicion acerca de nuestra estimacion.

Las propiedades de K(e) hacen que usualmente, aunque no siempre, K(e) sea una

funcion de densidad de probabilidad simétrica, siendo la densidad normal la maés
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utilizada, kernel gaussiano; de hecho cualquier funciéon de densidad es un candidato
adecuado como elecciéon de K(e), correspondiendo la funciéon oxe) a la distribucion

uniforme.

La generalizacion llevada a cabo al sustituir (23)-(24) por (25)-(26) puede ser vista
graficamente en el grafico 11, donde los rectangulos del grafico 10 han sido sustituidos por

funciones de densidad normales,

K(s)= \/;—n exp{—%} (27)

de forma que en dicho grafico la ordenada y es obtenida como

~ 1 - 1 (x—x ’
y—¢(x)—nhﬂ§exp{—5.( p )} (28)

Asi pues las ordenadas de nuestra funcion, y = ¢(x), se obtienen como la suma de

las alturas de las densidades superpuestas.

El grafico 11 y la formula (28) permiten observar el efecto que la eleccion del
parametro de suavizado, %, tiene sobre la forma estimada de ¢(x). A partir de (28)
observamos que este parametro juega el papel de la desviacion tipica en una funcion de
distribucion normal, por lo tanto un 4 demasiado elevado aumentara la dispersion alrededor
de cada x; y todos los detalles existentes en las observaciones quedaran difuminados, por el
contrario un 2 demasiado pequefio generara densidades muy poco dispersas alrededor de
cada x;, lo que tenderd a poner de manifiesto una estructura demasiado erratica en las
observaciones. No es dificil intuir que la eleccion de /4 sera crucial en los resultados que
obtengamos por lo que deberemos analizar esta cuestion mas detalladamente. Observamos
por tanto que los efectos en la eleccion de /# son enteramente equivalentes a los ya

ilustrados para el caso de la construccion de histogramas.
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Antes de considerar las dos elecciones basicas para la construccion de nuestro
estimador (25)-(26), la funcion kernel, K(e), y el parametro de suavizado, /, deberemos
introducir las ponderaciones en el analisis. Al igual que en el caso del histograma
simplemente sustituimos 1/n (36) por la frecuencia relativa, p; de forma que la
ordenada en cada punto se obtiene como una suma ponderada en lugar de como una
suma simple (DiNardo, Fortin y Lemieux (1996)), esto da lugar al siguiente estimador

ponderado no-paramétrico de la funcion de densidad

X—X

ém(x)ﬁgpx( - ) 29)

que cuando K(e) viene dado por la densidad normal queda especificado como

. 1 1 (x=xY
bo(r)=— ﬂgpi.exp{—z(’c h"’) } (30)

El efecto de las ponderaciones sobre la estimacion de la funcion de densidad puede
observarse visualmente en los graficos 12 para el caso de los rectangulos y 13 para el caso
de una funciodn kernel normal, donde a las observaciones de los graficos 10 y 11 se les han
asignado diferentes ponderaciones, en estos ultimos graficos todas las observaciones tenian
el mismo peso en la estimacion de O(x), un 20% cada una, supongamos ahora que las
ponderaciones asignadas a las observaciones son las siguientes 15% para x;, 25% para x»,
30% para x3, 20% para x4 y 10% para xs, de esta forma una mayor masa de probabilidad es
asignada a las observaciones centrales. Obsérvese como las diferentes ponderaciones
alteran la altura de los rectangulos o las densidades asignadas a cada observacion

individual pero mantienen constante el tamafio de la “ventana”, es decir el valor de 4.

Los graficos 12 y 13 muestran como loégicamente al asignar mas peso a las
observaciones centrales de la distribucion la estimacion de la densidad se hace mas
puntiaguda alrededor de su centro y mds plana en las colas, lo que es particularmente
evidente en el caso del kernel normal, obsérvese que la escala del eje de ordenadas en estos

graficos y su contrapartida no ponderada es diferente. De esta forma se vuelve a ilustrar
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como la consideracion de estadisticos ponderados puede proporcionar visiones muy
diferentes de la que proporcionaria su contrapartida no ponderada, como ya mencionamos

anteriormente.

Esta es la forma habitual, (29)-(30), en la que las ponderaciones son introducidas en
el calculo de densidades ponderadas si bien como veremos a continuacioén no es la inica, ni

quiza la forma mas conveniente de hacerlo.

La funcion Kernel, K(e)

Las propiedades de nuestro estimador kernel de ¢(x) se derivan directamente
de su definicion, (25)-(26), y de las propiedades de la funcion kernel, K(e). De hecho es

posible demostrar que nuestra estimacion es de la forma (Silverman (1986, Cap.-3.2.1))

Densidad subyacente de la poblacion suavizada + Perturbacion aleatoria

donde “densidad subyacente de la poblacion suavizada’ depende de forma determinista de

la eleccion particular de los parametros del método de estimacion, pero no directamente del
tamafio muestral, n. De esta forma tanto el sesgo como la varianza de (T)(x) dependen de
las dos elecciones basicas para la construccion del estimador, la funcion kernel, K(e), y el
parametro de suavizado, &. Por supuesto solo en la medida en que % sea elegido como
funcion de n el sesgo y la varianza de qA)(x) dependeran indirectamente del tamaio

muestral.

La eleccion de la funcion kernel es menos problematica por lo que comenzaremos
comentando sobre esta primera. Supuesto que K(e) satisface (25) y no-negatividad, en otras
palabras se trata de una funcion de densidad de probabilidad, entonces la estimacion de

¢(x) sera una funcion de densidad de probabilidad, que es lo que querem0s58.

% Existen algunos argumentos en favor de las funciones kernel que toman valores negativos y positivos
(Parzen (1962), Bartlett (1963), Miiller (1984), Silverman (1986, Cap.-3.6)) ya que pueden reducir los sesgos
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Adicionalmente  ¢(x) heredara todas las propiedades de continuidad y

diferenciabilidad de la funcion kernel, K(e), de forma que si K(e) es la distribucion
normal entonces la estimacion de ¢(x) serd una curva suave, continua y con derivadas de

todos los ordenes.

Estos argumentos apoyan la utilizacion de la funcion de densidad normal, (27),
como kernel en nuestra estimacion ya que sus propiedades son ampliamente conocidas,
tiene derivadas de todos los 6rdenes y no impone requerimientos de calculo excesivos. El
kernel gaussiano no es sin embargo el tnico posible, el cuadro 2 ofrece algunos de los mas
utilizados, todos ellos funciones de densidad, en orden decreciente de eficiencia®. El
kernel de Epanechnikov (1969) es el mas eficiente (Hodges y Lehmann (1956)) y la
eficiencia del resto se mide respecto a la de este ultimo, sin embargo vale la pena
mencionar que las eficiencias relativas de todos los kernels del cuadro 2 son superiores al
92.50%, siendo la eficiencia del kernel gaussiano del 95.12%, el mensaje es por tanto que
la eleccion importante no es la del kernel, sino como veremos a continuacion la del

parametro de suavizado, 4.

en la estimacion de ¢(x), sin embargo ellos no garantizan que dicha estimacion sea una funcién de densidad
de probabilidad y por tanto no seran tratados en este trabajo.

> Puesto que nuestra estimacién es una funcion la eficiencia se mide respecto a una medida global de
precision, el llamado error cuadratico medio integrado (Rosenblatt (1956)), y supone que % ha sido elegido
de forma optima.
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Cuadro 2: Funciones kernel

Kernel K(e)
i(l —1s2) si |s]< /5
Epanechnikov K(s)= 45 5
0 en otro caso
. Dh-g) sifsi<t
Biponderado K(s)=416
10 en otro caso
1-|s| si|s|<1
Triangular K(s)=
0 en otro caso
. 1 s°
Normal (Gaussiano) K(s)= ——expi——
21 2
1 si|s]<1
Rectangular K(s)=42
0 en otro caso

Fuente: Silverman (1986), p.-43.

El parametro de suavizado, h

Ya hemos mencionado como la eleccion de / afecta a nuestra estimacion de ¢(x), si
el grado de suavizado es insuficiente entonces la densidad estimada resultante contendra
caracteristicas espurias fruto de la variabilidad muestral en los datos, por el contrario si el
grado de suavizado es excesivo, caracteristicas importantes de la muestra se perderan en el
proceso de construccion del estimador. Por tanto un 4 demasiado pequefio tendra mostrar
una fina estructura espuria en gran parte, mientras que un /# demasiado grande oscurecera la
verdadera estructura de los datos, por ejemplo es posible en este ultimo caso suavizar una
estructura bimodal haciendo que esta no aparezca en nuestro estimador. El mismo

fenomeno era observado en la construccion de histogramas.
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La experiencia practica ha demostrado que la eleccion de & es de crucial
importancia en la impresion visual que obtengamos de nuestra estimacion de ¢(x) por lo
que la literatura ha sugerido, y sigue haciéndolo, un sinfin de métodos sin que parezca
existir un consenso definitivo sobre el tema (Silverman (1986, Cap.- 3.4), Park y Marron
(1990), Sheather y Jones (1991), Scott (1992), Wand y Jones (1994), Simonoff (1996),
Jones, Marron y Sheather (1996)). En los comentarios que siguen a continuacion
trataremos de ilustrar de forma general la problematica en la eleccion de 4 para acabar
decantandonos por una eleccién concreta que aunque no tiene por que ser la Optima

creemos que es suficientemente robusta.

Desde el punto de vista estadistico la eleccion del parametro de suavizado, A,
implica el conocido trade-off entre sesgo y varianza, el sesgo puede ser reducido
eligiendo un % pequefio, pero ello tiene un coste en términos de incremento de la varianza;
por otra parte la eleccion de un /4 elevado reducird la varianza pero incrementara el sesgo
en la estimacion. Por lo tanto la eleccion de 4 implica siempre un trade-off entre el error
sistematico (sesgo) y el aleatorio (varianza), este es un resultado general. En este contexto
parece natural tratar de minimizar el error cuadratico medio, pero puesto que nuestra
estimacion es una funcion y no un parametro puntual necesitamos una medida global de
precision, la medida generalmente utilizada en este contexto es el Error Cuadratico

Medio Integrado (ECMI) (Rosenblatt (1956)), que se define como
~ A~ 2
ECMI(¢) = E [{o(x) - o(x)} dx (31)

El valor 6ptimo de A, h,y, serda aquel que minimice (31); en la practica dicha
expresion es intratable analiticamente por lo que es sustituida por una aproximacion
asintdtica, n—oo, que desafortunadamente muestra como 4., depende a su vez de la
densidad poblacional que queremos estimar, ¢(x), y que obviamente es desconocida
(Silverman (1986, Cap.-3.3)). Sin embargo una caracteristica importante de /,,, es que
hopi—0 conforme n—>eo, dicho en palabras, conforme aumenta » el pardmetro de suavizado,
h, debe disminuir; la razon intuitiva es que el estimador de ¢(x) debe ser mas local cuanta

mas informacion tengamos.
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La dependencia de A, de la densidad poblacional desconocida hace que una forma
natural de elegir el valor de 4 en la practica sea mediante la referencia a una familia
paramétrica de distribuciones. Puesto que el parametro de escala (dispersion) es muy
importante para la eleccion de 4, pero el de posicion no lo es, una eleccion natural vuelve a

ser la distribucion normal, N(0, 6°). Silverman (1986, Cap.-3.4.2) muestra que en este caso

4 1/5
hop,:(—) on™"” (32)

siendo ¢ =SD(x). Por tanto una forma ripida de obtener / es simplemente calcular la

desviacion tipica de nuestra muestra e introducir dicha estimacion en (32).

La experiencia practica y los estudios de monte carlo (Jones, Marron y Sheather
(1996)) muestran que el valor de 4 obtenido a partir de (32) funciona bien si la densidad de
la poblacion subyacente no se aleja mucho de la normal, pero que tiende a suavizar en
exceso los datos en caso contrario, ya sea como resultado de la asimetria o la curtosis o
como consecuencia de que la densidad de la poblacion es multimodal. En general es
posible obtener mejores resultados si 6 = SD(x) en (32) es sustituido por un estadistico de
dispersion mas robusto, por ejemplo (32) para una densidad normal puede ser escrito en

funcion del rango inter-cuartilico, R(E,;), como

opt

= (i)l/s R(gzs) s (33)
3 1.349

lo que proporciona un mejor ajuste de (T)(x) a ¢(x) en el caso de distribuciones asimétricas
o con colas relativamente pesadas (Silverman (1986), p.-47). Desafortunadamente (33)
suaviza los datos en exceso en el caso de distribuciones multimodales y acaba funcionando
peor como criterio para la eleccion de 4 que (32) si las modas estdn muy separadas unas de
otras, por ello Silverman (1986, p.-47) recomienda utilizar lo mejor de ambas formulas y

utilizar como criterio de seleccion de A
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4 1/5
hop, = (—) An™" (34)
siendo

A= Min{c , M} (35)

Al parecer (34)-(35) funciona razonablemente bien con densidades unimodales con
colas mas pesadas que la normal y no demasiado mal si densidad poblacional es
moderadamente bimodal. Para reducir el exceso de suavizado detectado en los estudios de
monte carlo para este estimador (Marron (1989), Scott(1992), Jones, Marron y Sheather

(1996)) Silverman (1986, p.-47) recomienda reducir el factor de proporcionalidad

1/5
(;) ~1.06 en (34) a un factor de 0.9 para un kerne/ normal. En consecuencia la eleccion

de 4 vendra dada por (35) y
B,y =094n"'" (36)

En resumen la eleccion de / a partir de (35)-(36) parece proporcionar resultados
razonables en un buen nimero de situaciones y su obtencion es muy sencilla; sin duda
alguna otros métodos de eleccion del pardmetro de suavizado pueden ser mejores en otros
contextos, aunque también su obtencion es mas compleja y menos intuitiva y no sera

considerada (Park y Marron (1990), Jones, Marron y Sheather (1996)).

Obsérvese que en la discusion sobre la eleccion de h que hemos realizado
suponemos que este es un parametro constante lo que implica que utilizamos el mismo
grado de suavizado en todos los puntos de la muestra. La cuestion es similar a la de la
longitud de los intervalos en la construccion de histogramas, aunque inicialmente
consideramos histogramas en los que la longitud de los intervalos era siempre la misma ya
observamos como estos podian ser generalizados permitiendo longitudes de los intervalos
variables de forma que si en un tramo de la distribucion existian pocas observaciones un

intervalo mas ancho daba continuidad al histograma, esto es tipico en estudios sobre la
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distribuciéon de la renta con datos microecondmicos donde la existencia de pocas
observaciones en el extremo superior de la distribucion hacen aconsejable la ampliacion de
los intervalos en los tramos de renta mas elevados (Cowell (1995, Cap.-5)). De forma
similar algunos autores (Silverman (1986, Cap.-5.1), Scott (1992, Cap.-6.6)) han observado
como en ciertos contextos es posible mejorar notablemente la estimacién de ¢(x) por
medio de la utilizacion de parametros de suavizado locales, es decir que se adapten a la
densidad local de los datos. Obviamente esto requiere no la eleccion de un parametro 4
sino la eleccion de una funcién completa que nos proporcione un valor de 4 para cada

observacion, ;.

Aunque este tipo de estimadores de ¢(x) no seran considerados si mencionaremos

con cierto detalle el estimador kernel adaptativo (Breiman, Meisel y Purcell (1977),
Abramson (1982), Silverman (1986, Cap.-5.3)) al proporcionar una forma alternativa a (29)

de introducir las ponderaciones en el analisis.

La idea basica del estimador kernel adaptativo es simplemente construir un
estimador kernel permitiendo que /4 varie de una observacion a otra de la muestra. El
procedimiento se basa en la intuicion ya mencionada de que una forma natural de
proceder en distribuciones con colas relativamente largas es usar un parametro de
suavizado mayor en regiones con poca densidad, de la misma forma que los intervalos
de un histograma eran ensanchados cuando teniamos pocas observaciones, de esta forma
una observacion en la cola de la distribucion tendra su masa de probabilidad esparcida

sobre un intervalo mas amplio.

La primera cuestion practica que deberemos resolver es como decidir si una
observacion esta en una region de baja densidad o no®, el estimador kernel adaptativo
solventa este problema por medio de un procedimiento en dos etapas. Una estimacion
inicial, digamos 6(x), es utilizada para hacernos una idea de ¢(x); esta estimacion es

utilizada para generar 4; correspondientes a cada observacion y finalmente estos parametros

de suavizado son utilizados para construir el estimador adaptativo propiamente dicho. Sin

5 Obsérvese que cuando mencionamos los intervalos variables en los histogramas no indicamos nada acerca
de como determinarlos y no es una cuestion obvia (Scott (1979)).
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entrar en detalles especificos los pasos a seguir en la construccion de un estimador

kernel adaptativo son los siguientes:

1. Obtener una estimacion inicial, c~p(x), que satisfaga é(xi) >0 [i.

2. Definir los factores de suavizado locales, A;, como

~ X D—g
A =02 g (37)
09 0O

, Y O es un parametro de

donde g es la media geométrica® de @(x,), logg = 221099 Iorg]] ®(x;)

sensibilidad tal que 0<a <1. Obsérvese que para (37) la media geométrica de A; es

igual a la unidad.

3. Construir el estimador kernel adaptativo como

~ 1& 1 x—=x0
==Y —K ' 38
2.09= 21, B, B 9

donde K(*) es la funcién kernel y h es el parametro de suavizado global que junto con A;
determina el grado de suavizado local impuesto sobre los datos, puesto que en la

estimacion final el pardmetro de suavizado para X; viene dado por hA;.

No entraremos en mas detalles sobre este estimador, simplemente mencionar que la
literatura (Breiman, Meisel y Purcell (1977), Abramson (1982), Silverman (1986, Cap.-
5.3)) ha sefialado que el estimador final es bastante insensible a la eleccion del estimador
inicial, por lo que estimador kernel estandar con h constante sera adecuado, y que hay
buenas razones teoricas para fijar o =% en (37) (Abramson (1982)), obsérvese que a =0
reduce el método al estimador kernel con pardmetro de suavizado, h, fijo, puesto que en

este caso A =1 Oi.

81 podriamos utilizar igualmente la media aritmética pero entonces ni la media geométrica ni la aritmética de
A seria la unidad.
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La introduccion de ponderaciones en el estimador kernel adaptativo, (38), es trivial;

a partir de (29),

b ()= E%K("h‘x") (39

El estimador kernel adaptativo puede ser utilizado para racionalizar la introduccion
de ponderaciones en la estimacion de funciones de densidad de una forma alternativa a la
considerada en (29) mediante el siguiente argumento. Ya hemos indicado como una buena
eleccion de 4 requiere que el estimador de ¢O(x) sea mas local cuanta mas informacion
tengamos y que en este mismo sentido la razon fundamental para considerar pardmetros de
suavizado locales se basa en la intuiciéon de adaptar la estimacion de ¢(x) a la densidad
local de los datos de forma que en regiones de alta densidad ~ debe ser menor que en

regiones de baja densidad, donde deberemos utilizar un pardmetro de suavizado mayor.

De hecho a partir de (37) podemos observar como para 0 <o <1 cuando la

densidad es alta
o(x,)>g = A <1 = hh, <h

mientras que si la densidad es baja

~

o(x)<g = A>1 = W\ >h

. . 62 . .
por tanto el suavizado es menor que en promedio® para las observaciones situadas en
regiones de alta densidad y mayor que en promedio para las observaciones situadas en

regiones de baja densidad.

Cuando disponemos de una muestra ponderada, x; con su peso, p;, asociado,

entonces no todas las observaciones tienen el mismo contenido informativo acerca de

2 I : R .
62 Recuérdese que la media geométrica de A, es la unidad.
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la densidad subyacente, y esta era precisamente la razon para que pesaran de forma
diferente las observaciones en la estimacion de la densidad ponderada qu (x), (29). Como

observamos entonces esto alteraba la altura de los rectangulos o las densidades asignadas a
cada observacion individual, pero mantenia intacto el intervalo sobre el que dichos

rectangulos o densidades se esparcian, esto es, el tamafio de la “ventana” (graficos 12 y

13). Dicho con otras palabras (T)w (x) es un estimador ponderado, pero no adaptativo.

Puesto que las observaciones para las que p; es alto en relacién a la ponderacion

media, p, >—, son indicativas de una mayor densidad de probabilidad en ese punto,
n

adaptar la estimacion de ¢(x) a la densidad local de los datos equivale en este sentido a

utilizar un parametro de suavizado menor para dicha observacion; de igual forma
observaciones para las que p; es bajo en relacion a la ponderacion media, p, <—, son
n

indicativas de una menor densidad de probabilidad en ese punto y adaptar la estimacion de

O0(x) a la densidad local de los datos equivaldra a utilizar un parametro de suavizado
mayor para dicha observacion. Este argumento sugiere tomar A, = {%} en (38), es
n

decir utilizar como factor de suavizado local, A;, para cada observacion la inversa de la
ratio entre su frecuencia poblacional, p;, y su frecuencia muestral®, 1/n, ajustado por un
factor de sensibilidad o tal que 0 <o <1. Obsérvese que ahora ni la media aritmética ni la

geométrica de A; es igual a la unidad.

De esta forma las ponderaciones son introducidas en la estimacion de ¢(x)

como indicativas de la densidad de probabilidad asociada a cada observacion y alteran
la longitud, y no solo la altura, del intervalo (“ventana”) sobre el que se supone que cada

observacion x; proporciona informacién acerca de la densidad subyacente.

Dos comentarios finales respecto a esta cuestion son de interés:

53 Obsérvese que esta ratio ya apareci6 cuando hablamos de la inferencia con estadisticos ponderados.
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(i)

Adicionalmente a la introduccién de las ponderaciones a través de los factores de
suavizado locales, A;, , es posible introducir las ponderaciones en la forma habitual,

es decir utilizar el estimador (39), ¢, (x), con A, = {%} :
n

La literatura estadistica es totalmente silenciosa a este respecto por lo que
seria interesante considerar las diferentes alternativas de introducir las
ponderaciones en el anélisis y examinar la bondad de los diferentes estimadores. En

particular es necesario examinar si ahora hay razones tedricas o practicas para fijar

o =" 0 a cualquier otro valoren A, = {%} .
n

D

-0
y } elimina la necesidad de la estimacidn inicial de
n

La consideracion de A, = {

O(x), $(x), en la construcciéon del estimador adaptativo puesto que una vez

conocemos p; podemos calcular A; para un valor dado de o. Sin embargo el
concepto de densidad asociado a las ponderaciones es muy diferente del concepto
de densidad que motivo la definicidon del estimador kernel adaptativo (37)-(38), en
este ultimo caso densidad hacia referencia a si habia muchas o pocas observaciones
en un determinado intervalo, mientras que densidad en términos de las
ponderaciones asociadas a las observaciones hace referencia al contenido
informativo de cada observacion en funcion de su peso dentro de la muestra. En la
practica es posible que ambos conceptos de densidad no coincidan, un ejemplo
claro seria la renta per capita de Madrid en 1955, esta observacion representa en
dicho afio un 7.61% de la poblacion espafiola, lo que estd muy por encima de la
frecuencia muestral del 2%, constituyendo desde este punto de vista una
observacion en una region de alta densidad lo que sugeriria la utilizacion de un
parametro de suavizado menor que el promedio, sin embargo esta observacion
aparece como un outlier con un valor de 1.93 en relacion a la media nacional, lo

que representa 3.11 desviaciones tipicas simples y 1.97 veces R(E,s),y a la que le

sigue a bastante distancia la renta per capita de Vizcaya con un valor de 1.71 en

relacion al promedio nacional; por tanto Madrid se situa desde otro punto de vista
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en una region de baja densidad lo que sugeriria utilizar un parametro de suavizado
mayor que el promedio, existen dos fuerzas sobre el suavizado que operan en
direcciones opuestas y no es evidente la forma adecuada de proceder ya que la
consideracion de uno solo de los conceptos de densidad puede empeorar la

estimacion de ¢(x) en lugar de mejorarla.

Desde un punto de vista practico es posible combinar ambos conceptos de

densidades y a partir de una estimacién inicial de ®(x), ¢(x), definir

}Li:{&xi)_ﬁ}_a
g 1/n

o incluso utilizar parametros de sensibilidad diferentes en cada caso,

) = [6(%))_“‘( P, )_“2
g 1/n

para 0<o, <1 y 0<q, <1, y utilizar este valor de A; en el estimador kernel adaptativo

(38) 6 (39). Obsérvese que en ninguno de estos casos la media geométrica de A; es igual a

la unidad.

Dominios restringidos

Hasta ahora hemos procedido como si el dominio de definicion de nuestra variable
fuera toda la recta real, R, de hecho la densidad normal esta definida en todo R, sin
embargo con frecuencia nos encontramos con situaciones en las que la variable bajo
estudio s6lo puede tomar valores en un determinado rango, asi por ejemplo la renta per
capita solo puede tomar valores no negativos, x € R, pero si aplicamos los métodos que
hemos descrito hasta ahora podriamos obtener una estimacion de ¢(x) cuyo soporte

incluyera valores negativos y por tanto fuera una estimacion inaceptable. En la practica ello
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significa que debemos enfrentarnos al problema de asegurar que ¢(x) solo esté definida
para el rango de definicion de la variable x. En la exposicion que sigue a continuacion
supondremos que x > 0, pero idénticos métodos se aplican cuando el rango de definicion de

x es diferente.

La literatura ha utilizado basicamente tres aproximaciones al problema de limitar

el soporte de (T)(x). En primer lugar la forma maés sencilla de asegurar que (T)(x) =0 para
x <0 consiste simplemente en estimar qA)(x) para x > 0 y simplemente fijar qA)(x) =0 para

x < 0. En este caso nuestra estimacion es por tanto

O(x arax >0
_ o) p 40)
0 parax <0

El principal inconveniente de este método para la estimacion de funciones de
densidad de probabilidad es que la densidad estimada no integra (necesariamente) la
unidad. La solucion natural a este problema consiste en escalar (truncar) la densidad
estimada para convertirla en una verdadera funcion de densidad, con lo que nuestra

estimacion quedaria

ﬂ parax >0
y =< Prob(x > 0) (41)

0 parax <0

Esta no es sin embargo una solucion enteramente aceptable ya que aunque ahora
nuestra estimacion integra la unidad, la contribucion a dicha estimacion de los puntos en el
entorno de cero sera mucho menor que la contribucion a la estimacion de las observaciones
suficientemente alejadas de cero, por tanto la estimacion de ¢(x) en el entorno de cero

estara infra-estimada.

En segundo lugar es posible transformar los datos, estimar la densidad para los
datos transformados y deshacer finalmente la transformacion para obtener nuestra

estimacion de ¢(x). Obviamente no existe un criterio universalmente valido en cualquier
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situacion pero en nuestro contexto podriamos tomar logaritmos, logx, estimar no-

paramétricamente la densidad para logx, @(logx), y finalmente deshacer Ila

transformacion para obtener la densidad de x,
~ 1.
0(x)=—0(logx) parax >0 (42)
X

A pesar de ser propugnada por algunos autores (Copas y Fryer (1980)) esta

aproximacion al problema no ha ganado mucha popularidad en la practica.

En tercer lugar es posible adaptar los métodos originalmente desarrollados para
todo R al caso de dominios restringidos. La idea basica es replicar o reflejar los datos
fuera del rango de definicion de x, estimar la densidad para esta muestra ampliada y
finalmente reflejar la densidad estimada dentro del rango de definicion de la variable objeto

de estudio (Boneva, Kendall y Stefanov (1971)).

Por ejemplo en nuestro caso, x > 0, podemos reflejar nuestras observaciones en R,
de la siguiente forma (x,,—x,,X,,—X,,X;,—X;,...,X,,—X, ), creando una muestra de tamafio
2n para la cual podemos estimar ¢(x) mediante el método kernel descrito anteriormente.

Una vez disponemos de la estimacion para esta muestra reflejada la estimacion para las

observaciones originales viene dada por

_ {2¢(x) parax >0 43)

0 parax <0

Para el estimador kernel que hemos venido utilizando (43) es equivalente a estimar

0(x) mediante la siguiente funcion

A 1 ¢ X=X, X+x,
e I
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Supuesto que la funcion kernel, K(e), es simétrica y diferenciable es facil demostrar
que la estimacion tendrd derivada nula en el origen y al mismo tiempo si K(e) es una

funcion de densidad la estimacion resultante también lo sera®.

Los comentarios realizados pueden adaptarse a casos en los que el soporte del
estimador es un intervalo finito [a, b], siendo de aplicacion practica en economia el caso
del intervalo [0, 1] ya que muchas variables de interés estan en forma de tasas o porcentajes
(Tortosa-Ausina (1999)). Asi por ejemplo los métodos de transformacion pueden basarse

) . o x —a
en transformaciones del tipo @ 1(’—

), donde @' es cualquier funcion de distribucion
—a

acumulativa estrictamente creciente en R. Y de igual forma los métodos de replicado
pueden reflejar las observaciones fuera de dicho intervalo a ambos lados de los limites del
mismo, asi en el caso de que necesitemos que la estimacion de ¢(x) se encuentre acotada
dentro del intervalo [0, 1] es posible replicar la muestra en los intervalos [-1, 0] y [1, 2]

obteniendo una muestra de tamafio 3» dada por
()c1 —Lx,—Lx;—L..,x, —Lx,x,,x;,...,x,,x +1L,x, +Lx; +1,...,x, +1)
y proceder como hemos indicado anteriormente®.

Finalmente sefialar que una vez la densidad de interés ha sido estimada y
disponemos de qA)(x) es posible obtener los momentos, quantiles, medidas de desigualdad,

incluyendo la curva de Lorenz (1905), o practicamente cualquier otro estadistico o
funcional que dependa de la densidad desconocida de forma similar a cuando disponiamos

de una estimacion paramétrica de ¢(x), si bien ahora deberemos emplear métodos de

simulacion (Silverman (1986) Cap.-6.4 y 6.5). En este contexto una estimacion no-

paramétrica de la funcion de distribuciéon acumulativa de probabilidad, <i>(s) = J.(T)(x)dx,
0

% En la préactica no es necesario reflejar todas las observaciones ya que aquellas suficientemente alejadas de
cero no presentaran ninguna contribuciéon a la estimacion de ¢(x). Omitiremos, sin embargo, detalles
computacionales, muy numerosos en este campo.

55 Es posible continuar replicado las observaciones mas alla de los intervalos [—1, 0] y [1, 2] pero en la
practica no suele ser necesario.
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obtenida mediante integracion numérica de ¢O(x), y sus quantiles asociados, resulta una

estimacion alternativa a la funcion de distribucion acumulativa empirica mencionada en el

epigrafe 2.3%.

Contrastes de multimodalidad

Aunque ya hemos mencionado que nuestro interés no se centra en aspectos
relacionados con la inferencia estadistica vale la pena mencionar brevemente una de las

aplicaciones mas interesantes de la estimacion no-paramétrica de ¢(x), el contraste

estadistico sobre la presencia de varias modas (méaximos) locales en una distribucion.

La estimacion de ¢(x) suele generar en la practica varios maximos locales o cimas

(Quah (1996a)) que pueden indicar alguna caracteristica subyacente en la poblacion que
valdria la pena investigar con detalle. Asi por ejemplo la literatura sobre crecimiento y
convergencia econdmica ha interpretado la presencia de dos modas en la distribucion de la
renta per capita como indicativa de la formacion de clubes o grupos diferenciados y en
consecuencia como ausencia de convergencia global (Quah (1993b, 1996a,d,e, 1997),

Bianchi (1995)).

La primera cuestion que debemos plantearnos una vez considerado el concepto de

moda como méximo local en una funcién de densidad es si una moda realmente observada
en (T)(x) se corresponde con una moda en la densidad poblacional, ¢(x), o por el contrario
se trata de un fenomeno debido a la variabilidad muestral o es fruto de la eleccion
particular del parametro de suavizado 4; en otras palabras debemos ir mas alla de una mera

descripcion de los datos para preguntarnos sobre la significacion estadistica de las modas

observadas.

5 Obsérvese que a menos que la muestra sea muy grande la estimacion de los quantiles en los extremos de la
distribucion obtenidos a partir de la estimacion de ¢(x) estaran ahora fuera del rango de x.
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Los contrastes no-paramétricos sobre multimodalidad en funciones de densidad se
basan en el concepto de parametro de suavizado critico, /., introducido por Silverman

(1981, 1983), y definido como el valor mas pequeiio de # que genera una densidad

167

estimada unimodal”’. Resulta ilustrativo recordar a estos efectos el comportamiento de

(T)(x) en funcion del valor de / para una muestra dada. Para un valor de # muy grande el
grado de suavizado sobre los datos serd tan elevado que esperaremos que la estimacion de
O(x) sea unimodal, conforme / disminuye imponemos un grado de suavizado sobre los
datos cada vez menor y en consecuencia existira un punto en el que §(x) se convertira en
bimodal; disminuyendo % todavia mas podremos hacer que aparezcan todavia mas modas

en ¢(x), en el limite para un valor de /4 suficientemente pequefio apareceran tantas modas

como observaciones, de igual forma que éramos capaces de construir un histograma en el

que en cada rectangulo entrara una sola observacion. La conclusion es por tanto que el
nimero de modas en (T)(x) es una funcién decreciente de 4 (Silverman (1981)°®) y por
tanto podemos buscar un valor de /# donde la estimacion de ¢(x) cambie de unimodal a

multimodal, este es el valor de 4 critico, A.

En consecuencia /., verifica que para
h > hei = O(x) unimodal
mientras que para

h < hey =  ®(x) multimodal

Un simple procedimiento de busqueda puede ser utilizado para determinar /. en la

préctica con el grado de precision adecuado.

7 En general h,,(m) se define como el valor mas pequefio de # que genera una densidad estimada con m
modas; en el texto consideramos el caso de unimodalidad versus bimodalidad que es el de mas relevancia
practica y por tanto m = 1, aunque los razonamientos son facilmente generalizables a valores superiores de m.
% Técnicamente esta afirmacion requiere que la funcidén kernel cumpla ciertas propiedades, que son
satisfechas si K(®) es la densidad normal, Silverman (1981) ofrece los detalles técnicos sobre esta cuestion.
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Para poblaciones bimodales debemos esperar un valor de A, relativamente
grande puesto que en este caso necesitaremos suavizar mucho los datos para que (T)(x) sea
unimodal, por el contrario para poblaciones unimodales el grado de suavizado a imponer
sobre las observaciones para que qA)(x) sea unimodal serd mucho menor y en consecuencia

el valor de 4.,;; también sera menor. De hecho es posible demostrar (Silverman (1983)) que

conforme n—eo entonces /.;,—0 si la distribucion de la poblacion subyacente, ¢O(x), es
unimodal, pero 4.;,—0 >0 si ¢(x) es multimodal. Este resultado puede ser utilizado para
realizar un contraste de hipotesis sobre el nimero de modas en ¢(x) donde valores de 4.,

relativamente grandes tenderan a indicar la existencia de mas de una moda.

La cuestion ahora es como decidir cuando un valor concreto observado de /4., €s
“relativamente grande”, en la terminologia de los contrastes de hipotesis necesitamos la
distribucion muestral del estadistico /4., que sin embargo no es conocida. Existen de
nuevo dos aproximaciones para solucionar este problema. Una primera aproximacion es
comparar /., frente a una familia paramétrica de distribuciones unimodales, por ejemplo la
normal, de esta forma podemos preguntarnos si para una muestra dada el valor observado
de A es inusualmente elevado respecto al que observariamos si los datos provinieran de
una distribucién normal con la misma desviacion tipica que la muestra. En este sentido

Jones (1983) mediante un estudio de monte carlo estima que valores de /.., superiores a
-1/5 , , . .
1250n""° se observaran sélo en aproximadamente un 5% de los casos si la muestra

proviene de una distribucién normal con varianza o (Silverman (1986), p.-140), por lo que

1/

este valor, 12561, podria ser utilizado como valor critico en un contraste de hipotesis

donde Hy: ¢(x) unimodal versus Hy: ¢(x) multimodal. Esta aproximacion sin embargo
no ha ganado popularidad por su excesiva dependencia respecto a la normal y la falta de

generalidad frente a otras distribuciones paramétricas unimodales.

Una segunda aproximacion en la direccion del analisis no paramétrico es posible
mediante los métodos bootstrap (Silverman (1981, 1983, 1986, Cap.- 6.4), Izenman y
Sommer (1988), Efron y Tibshirani (1993), Bianchi (1995)). Recordemos que el problema
fundamental radica en determinar cuando /.. es relativamente grande, en cuyo caso

rechazaremos Hy: ¢(x) unimodal. La idea basica es construir una estimacion de ¢(x) a
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partir del valor observado de /., qShm (x), esta densidad serd por definicion una
estimacion unimodal, y considerar dicha densidad como la verdadera bajo la hipotesis nula
de unimodalidad. A partir de aqui muestreamos repetidamente con remplazo de qS,M (x)

muestras de tamafio » un numero suficientemente elevado de veces y evaluamos el nivel de

significacion empirico del valor observado de /4.,;,. Para ello simplemente determinamos la

proporcion de muestras generadas de ¢, (x) para las que su valor de suavizado critico,

A

digamos 4, , es mayor que el valor de suavizado critico obtenido a partir de los datos

crit ?

originales, es decir la proporcion de veces para las que 4, > h .. De esta forma seremos

crit crit *
incapaces de rechazar la hipdtesis nula de unimodalidad si el nivel de significacion

empirico del valor observado de 4., es superior a los niveles de significacion estandares.

Ademads puesto que para una muestra generada a partir de qS,M (x) tendremos que

A

>h,. siy solo sila densidad estimada para esa muestra generada es multimodal si

crit crit

utilizamos /.., como parametro de suavizado, en la practica s6lo es necesario determinar el

porcentaje de muestras generadas para las cuales la densidad estimada utilizando 4., como

valor de 4 es multimodal, no siendo necesario calcular 4

crit

para cada una de las muestras

generadas. El procedimiento puede generalizarse con facilidad al contraste del nimero

exacto de modas en ¢(x) (Bianchi (1995)).
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